CHAPITRE 3 :ALGEBRE DE BOOLE
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Introduction

Les machines numériques sont constituées d’un ensemble de circuits
électroniques.

Chaque circuit fournit une fonction logique bien déterminée |
addition, comparaison,....).

A F(A,B)
Circuit

La fonction F(A,B) peut étre : la somme de A et B, ou le résultat de
la comparaison de A et B ou une autre fonction
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Introduction

Obijectif de ce chapitre:

Nous cherchons dans ce cours a construire la fonction F
selon le besoin de l'utilisateur:

Comment définir une fonction logique?



Introduction
T

1 Pour concevoir et realiser ce circuit on doit avoir un
modeéle mathématique de la fonction réalisée par ce
circuit .

1 Ce modeéle doit prendre en considération le systeme
binaire.

1 Le modele mathématique utilisé est celui de Boole.



Plan
Introduction
Algébre de Boole
Les opérateurs logiques
Lois fondamentales de I'algebre de Boole
La fonction logique et la table de vérité

Le logigramme



Algéebre de Boole

En 1847, George Boole invente une
algebre pour traiter les variables
binaires.

Il a défini 3 opérateurs de base, ainsi

qu’un ensemble de regles.
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Opérateur logigue NON

En anglais: NOT

Représentation:

F=A

Table de vérité

Entrée

Sortie

Symbole graphique



Opérateur logique ET

En anglais: AND

Représentation:
S=A*B

Table de vérité

Entrée Sortie

SR N
)

Symbole graphique




Opérateur logique OU

En anglais: OR

Représentation:

F=A+B
Table de vérité

Entrée Sortie

\/

Symbole graphique



Opérateur logique NON-ET

En anglais: NAND

Représentation:
F=A*B

Table de vérité

Entrée Sortie

A
: F
B

Symbole graphique




Opérateur logique NON-OU

En anglais: NOR

Représentation:
F=A+B

Table de vérité

Entrée Sortie

Symbole graphique




Opérateur OU-EXCLUSIF

En anglais: EXOR
Représentation: F(AB)=A®B
A®B=AB+AB

Table de vérité

Entrée Sortie

Symbole graphique
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L'algébre Booléenne

Fermeture:

Si A et B sont des variables Booléennes, alors A+B, A*B
sont aussi des variables Booléennes.

Commutativité
A+B= B+ A
A*B = B*A



L'algébre Booléenne

Associativité
A+(B+C) = (A+B)+C
A*(B*C)=(A*B)*C

Distributivité
ET/OU:  A¥B + C) = A*B + A*C
OU/ET: A+(B*C) = (A+B)*(A+QC)



L'algébre Booléenne

ldempotence
A+A = A
A*A=A

Complémentarité
A+A=1
A*A=0

|dentités remarquables
1+A=1 et 1 *A=A
O+A=A e O*A=0



L'algébre Booléenne

R
Théoréme de DE-MORGANE

A+B=A.B

AB=A+B



L'algébre Booléenne

Généralisation du Théoréme DE-MORGANE & N variables
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Les fonctions logiques

1 C’est une fonction qui relie N variables logiques
avec un ensemble d’opérateurs logiques de base.

71 Si une fonction logique posséde N variables
logiques =2 2" combinaisons =2 la fonction
possede 2" valeurs.

1 Les 2" combinaisons sont représentées dans une
table qui s'appelle table de vérité ( TV ).



Exemples de fonctions logiques
N

F(A,B,C)= ABC + ABC + ABC +AB C

F(AB,C)=ABC+ABC+ABC+ABC



Passages:

De la forme logique vers la table de vérité

De la table de vérité vers la forme algébrique

La forme canonique
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Fonction logique vers Table de vérité

FABC)= A BC+ABC+ABC+ABC

La table de
_ _ _ Verité
F(0,0,0)=0.0.0+0.0.0+0.0.0+0.0.0=0
F(0,01)=0.0.1+0.0.1+0.0.1+0.0.1=1
F(0,1,0)=010+0.1.0+010+0.1.0=0 AlB|cC F

F(011)=011+0.1.1+011+0.1.1=1

F(1,0,0)=10.0+10.0+1.0.0+1.0.0=0

F(1,01) =10.1+10.1+1.0.1+1.0.1=1

F(110)=110+11.0+110+1.1.0=0

FA1)=111+11.1+111+1.1.1=1

R IFPIPIOJIOC|O|O
PP IO|IOC|FR,|FL|O|O
PR Ol |O|FRL,|O|FL,|O
PR O, |IO|FR,|O|FL,|O




Fonction logique vers Table de vérité

-4
F(AB,C)=ABC+ABC+ABC+ABC

R|lRr|Rr|R|lO|lO|lO|O| D>
RlRP|O|O|FR |||
| Ol |O|Rr|[O|FR|OIOD
R|lO|Rr|O|lFR|O|R|O|T

/'

Une table de vérité
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Table de vérité vers fonction logique

B

T

RR|—R|R|O|O|O|OL >
R O|O|IFR|IFLR|O|O
P O([FRPIO|IFR|O(FL|[O]0n
O|lFR|IFP|IO|IFR|IFL|IO|O

F(A,B,C)=ABC+ ABC +ABC+ABC



Table de vérité vers fonction logique

A+B+C Maxterme

=

l—» A+B+C
—» A+B+C

A.B.C Minterme

A.B.C

A.B.C
A.B.C

Rl FR,|RP|lO|lOC|lO|l O] >
Rl —,r|lOo|lOo|lrRr|R|O|lO| T
R|lo|lrRr|O|lR|O|l ROl O
Rl R, |lO|lrR|O|O| O W

—» A+B+C




Table de vérité vers fonction logique

F = somme mintermes

F(A,B,C)=A.B.C+ A.B.C +A.B.C+A.B.C

F= produit des maxtermes

F(A,B,C)=(A+B+C) (A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)



Passages:

De la forme logique vers la table de vérité

De la table de vérité vers la forme algébrique

La forme canonique



Forme canonique d’une fonction logique

On appel forme canonique d’une fonction la forme ou
chaque terme de la fonction comportent toutes les
variables.

Exemple :

F(A,B,C)=ABC + ACB + ABC

Il existent plusieurs formes canoniques : les plus utilisées
sont la premiere et la deuxieme forme .



Premiére forme canonique

Premiére forme canonique (forme disjonctive) :
somme de produits

C’est la somme des mintermes.
Une disjonction de conjonctions.

Exemple : Cette forme est la forme la plus utilisée.

F(A,B,C)=A.B.C+ A.B.C +A.B.C+A.B.C



Deuxiéme forme canonique

11 Deuxieme forme canonique (conjonctive): produit de
sommes

11 Le produit des maxtermes

-1 Conjonction de disjonctions

1 Exemple :

F(A,B,C)=(A+B+C) (A+B+C)A+B+C)(A+B+C)

La premiere et la deuxieme forme canonique sont
équivalentes .



Forme canonique d’une fonction logique

1 On peut toujours ramener n'importe qu’elle fonction logique
a I'une des formes canoniques.

11 Cela revient a rajouter les variables manquants dans les
termes qui ne contiennent pas toutes les variables ( les
termes non canoniques ).



Exemple

1.F(A,B)=A+B
=A(B+B)+B(A+A)
= AB + AB+ AB + AB
= AB + AB + AB
2.F(A,B,C)=AB+C
= AB(C +C)+C(A+A)
= ABC + ABC + AC + AC
— ABC + ABC + AC(B+B) + AC (B + B)
= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
=ABC + ABC+ABC+ABC+ABC
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Les portes logiques

B Porte ET B

Porte NAND

A
A+B
A*B
B Porte OU

Porte NOR

Lo AT

Porte XOR Inverseur




Logigramme

42

C’est la traduction de la fonction logique en un schéma
électronique.

Le principe consiste a remplacer chaque opérateur logique
par la porte logique qui lui correspond.

Exemplel

F(AB,C)=AB+B.C A }

P D




Logigramme
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Exemple 2

F(A,B,C,D)=(A+B).(B+C+D).A

A

D_

-




Logigramme
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Exercice 1

Donner le logigramme des fonctions suivantes :

F(A,B)=AB+AB
F(A,B,C)=(A+B).(A+C).(B+C)
F(A,B,C)=(A.B).(C+B)+AB.C



Logigramme
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Exercice 2 : Donner I'équation de F ¢

: ~——

L A

>




Chapitre 3 Suite

La simplifications des fonctions
algébriques



Simplification des fonctions logiques

S
1 Méthode Algébrique
1 Méthode de Karnaugh



Simplification des fonctions logiques

B
0 Méthode Algébrique
1 Méthode de Karnaugh



Méthode algébrique

Le principe consiste a appliquer les regles de I'algebre de
Boole afin d’éliminer des variables ou des termes.

Mais il N’y a pas une démarche bien spécifique.

Voici quelques regles les plus utilisées :

Idempotence —
A+A = A AB+AB=B
AATA A+AB=A
Compléementarité A + K B=A+B
A+ A= _
A*A=0 (A+B)(A+B)=A
A(A+B)=A
Identités remarquables L
1+ A=1 et 1 *A=A A(A+B):AB

0O+ A=A et 0FA=0




Méthode algébrique
-1 Exemple

F(A,B,C)=AB+BC+AC=AB+BC+AC (B+B)
= AB + BC + ACB + ABC
= AB(1+C)+ BC(1+A)
= AB + BC



Méthode algébrique
N
f=ABC+AB(A.C)=ABC +AB (A+C)

= ABC + AB + ABC
= AC(B + B) + AB

le—’

f =A(B+ BC)+ ABC
\_Y_I

B+C

=AB+ AC+ ABC =AB(1+C)+ AC = A(B+ ()
LY_/
1



Méthode algébrique
N

1

- _ —— _
[ =ABC + ABC + ABC = AB(C +EE+ ABC
= AB + ABC

N
B+C

= A(B +C)

= A(B + BC)

f = ABC +_ABC+ABC T ABC
= AB(C + C) + AC(B + B)

1
= AB + AC

= A(B +0)



Simplification des fonctions logiques

B
1 Méthode Algébrique
0 Méthode de Karnaugh



e

Description de la table de karnaugh

1

Tableau a 2 variables Tableau a 3 variables

AB
cD~.90 01 11 10

O

01

11

10

Tableau a 4 variables



Passage de la table de vérité a la table de Karnaugh

4B 00 01 11 10
C
0 1
/
L—1 1[I

Rl ||| O|lOC|lO|O| >
R | Rr|O|lO|FR|R|O|OC| W
R | O|lrRr|[|O|lFRr|[|O|lFRL|OC|O
Rl O|lR|O|lO|lO| ™M




Passage de la table de vérité a la table de Karnaugh

F1(A, B,C):Z(1,2,5,7) CAB 00 01 11 10




Méthode de simplification. Exemple : 3 variables

sz r
O Exercice 1
Fi=a.b.c+ a.b.c

Fq a b
00 01 11 10 ~

0 0 1 0 0 Fi=a.b
c

1 0 1 0 0

O Exercice 2
Fr=a.b.eta.b.ctab c+a.b.c
FE a b
— 00 01 11 10

. 0 ! 0 ! 0 Fo=a.b+a.b

1 1 0 1 0




Méthode de simplification. Exemple : 3 variables

O Exercice 3

F3=a.h.;:+a.h.c+a. b.c+a.b.c

F_‘j d b
o0 01 11 10
0 0 0 1 1 F3=a
c
1 0 0 1 1
o Exercice d4
F4=a_h-c_:+c_1_ b.c+a. b.c+a. b.c
F_# a b
00 01 11 10 —
0 0 0 1 1 Fs=a.c+b.c

1 1 0 0 1




Méthode de simplification. Exemple : 3 variables

Fﬁ a b
00 01 11 10
00 1 0 0 1 - — — —
Fs=h d+b c. d+a.b d
¢ o v : : v Fs =bh.d+ b d(a+c)
d 11 0 1 0 0
10 1 0 0 1




Méthode de simplification. Exemple : 3 variables

AB
. 00 01 11 10

Cﬂ% N _ ABC +ABC = AB

ABC + ABC = AC
1 1 1 1 -

J,

ABC + ABC =BC

F(A,B,C)=AB+AC +BC



Méthode de simplification. Exemple : 4 variables

2 - Regrouper

a.b

c.d
00 |01 |11 |10
00
01
11 (1|1 (@ | 1)
10 L

S= a.l;.c + a.b.c_+ a.b.c +a.b.d



Méthode de simplification. Exemple : 4 variables

3 — Définir I'équation finale

a.b

c.d
00 (01 |11 |10
00
01
11 1|1 (2 ]1)
10 3] L

Szaac+abg+abc+abd

S=ab +a.c

S=a.(b+c)




Méthode de simplification. Exemple : 4 variables

AB
cp>. 00, 01 11

{]ﬂ_-/l,)
o D

11
mh\

F(A B,C,D)=AB+BD+BCD

;':-5'5

ek
e

]

S




Exercice
.

Trouver la forme simplifié des fonctions a partir
des deux tableaux ?

ah

c~ 00 01 11 10
1]11]1

111 111




Cas d’une fonction non totalement définie

A B C D S

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

*Pour les cas impossibles ou interdites |l 0 0 1 1 1
faut mettre un X danslaT.V. 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1

EI:I 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

ol IIIIII_IIII 11 lIII_ ” - - - -

|:||:| 1 1 0 0 1 X

[ i 1 0 1 0 1

01 1 X1 X 1 0 1 1 X

1 1 0 0 1

1 1 1 1 . 1 1 0 1 X

10 1 1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 X




Cas d’une fonction non totalement définie

01 Il est possible d’utiliser les X dans des regroupements :
Soit les prendre comme étant des 1

Ou les prendre comme étant des O

ah
cd™\_00 01

ool
01 |
1
10

L0

AB+CD+AC+BC+BD




