Pascal Lainé

Nombres réels

Exercice 1 :
Si a et b sont des réels positifs ou nuls, montrer que

Va++vVb<vV2Va+b

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Montrer que pour tous réels a et b strictement positifs

2
—= <Vab
+

ISE
S| =

Allez a ; Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Déterminer les ensembles suivants, mettre ces ensemble sous la forme d’un intervalle de R ou une
réunion d’intervalles.
A ={x ER,x? <1}
A, ={x eR,x3 <1}

A—{ ER-1< 2x <1}
TS x?+1
1
A={x€R*,—>1}
* |x|
A—{ ER—-1< 1 <1}
S_X ) x2_1

Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Trouver tous les réels x tels que |x — 1| + |x — 2| = 2
Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Résoudre I'équation

V41l —x+V41+x =10
Indication :
Malgré les apparences il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur de 412
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
1. Résoudre
lu—1]l+u+1 =4
2. En déduire les solutions de
Wx+1-1|+|Vx+1+1]|=4

3. Puis les solutions de

\/x+2—2\/x+1+\/x+2+2\/x+ =4

Allez a : Correction exercice 6 :
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Exercice 7 :

Démontrer que V'3 + 26 est un nombre irrationnel.
Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :

Montrer que a = v 7 + 4v3 ++/7 — 4+/3 est un nombre entier.
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Soit

a=\/4—2\/§+\/4+2\/§

Montrer que a € V3N (C’est-a-dire de la forme +/3 multiplié par un entier naturel).
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :

Soita = V4 — 2v3 — V4 + 23
Calculer a.
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
On rappelle que /2 est irrationnel (c’est-a-dire que V2 € R \ Q).
1. Montrer que @ = 6 + 42 et f = 6 — 4+/2 sont irrationnels.
2. Calculer \/af.

3. Montrer que va + ,/ est rationnel.
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
On suppose que V2, v/3 et /6 sont irrationnels. Montrer que

1. V2++/3¢0Q
2. (VZ+V3) ¢ @
3. V2+V3+V/6¢Q

4. (3V2+2V3+ \/3)2 ¢ Q. On rappelle que (a + b + ¢)? = a® + b? + c? + 2ab + 2ac + 2bc
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :

Montrer que v/3 & Q
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :

Soient a et b deux réels. On appelle a = Ya + Vb

Montrer que a est une racine d’une équation du troisieme degré a coefficients réels
Allez a : Correction exercice 14 :
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Exercice 15 :

1. Montrerque Vx € Z,E(x) + E(—x) =0

2. Montrerque Vx € R\ Z E(x) + E(—x) = —1
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
1. Montrer que pour tout réels x ety on a :
Ex)+E(y) <E(x+y)<EMX)+E(y)+1
2. Montrer que pour tout entier relatif on a :
m+n n-m+1y
E ( 2 )+ £ ( 2 ) -
On pourra distinguer les cas m + n pair et m + n impairs.

3. Montrer que pour toutn € N

2
E((Va+Vn+1) ) =4n+1
On pourra montrer que E (2 n(n + 1)) =2n
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
Montrer que pour tout x et y réelson a:
E(xX)+E(y)+E(x+y) <EQ2x)+EQy)
On pourra distinguer les cas
(EG) Sx <EG)+50uEQ@) +5<x <E@) + et (EG) <y <E@) +50uE®) +5 <y <E@)+1),
Ce qui fait 4 cas (n’est-ce pas 7).
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
Le but de cet exercice est de montrer que pour tout x € R
-1
S k
ZE(x +—) =E(nx) (»)
k=0 n

Ou E(y) est la partie entiere du réel y.
1. Montrer qu’il existe un unique p € {0,1,...,n — 1} tel que

+1
x+B<E(x)+1Sx+p—
n n

On pourra appuyer son raisonnement en tracant la droite réelle et en placant
k +1
E(x),x,x +E'k €{0,1,..,.n—1}LE(x) +letx +pT

2. En déduire que
nE(x)+n—p—-1<nx<nE(x)+n-p
Et E (nx) en fonction de n, E(x) et p.

3. Calculer E (x + s) pour tout k € {0, ..., p} et calculer E (x + s) pourtoutk € {p +1,..,n—1}.

4. En coupant lasomme Y2 E (x + S) en 2, montrer 1’égalité ().
Allez a : Correction exercice 18 :

Exercice 19 :



Pascal Lainé

Soient p et g deux nombres réels non nuls et n un entier strictement positif.
Montrer que le polyndbme P(x) = x™ + px + q ne peut avoir plus que deux racines réelles si n est pair
et plus que trois racines si n est impairs.

Allez a : Correction exercice 19 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
(VVa+b) — (Va+vb) =2(a+b) - (a+2vavb +b) =a—2vavb+ b = (va-vb) =0
Ces deux expressions (vVa + Vb et V2va + b) sont positives donc
(Viva+b) = (Va+vh) evvatb=va+b

Allez a : Exercice 1:

Correction exercice 2 :

2 2ab Nab
——<Vab & D Vb 1o Wab<a+beo0<a—2Vab+b &0
L a+b a+b
a' b
2
< (Va-+b)

La derniére assertion est vraie donc la premiére aussi.
Allez a : Exercice 2 :

Correction exercice 3 :

A =1-11]
Ay =]-00,1]
2x \2 (2412 —4x% x*+2x2+1—-4x%2 x*—2x24+1 (x%2-1)2
_<x2 + 1) T P+ 12 @242 P+ 1?2 (2412
Donc
VxeRl—( >2>0<=M>0=}xER\{—11}
' x%+1 (x2 +1)? '
On pouvait aussi étudier la fonction f: R — R définie par :
2x
fO) =77

On en déduit que :
1
VxelR*,m>1<:>|x| <1
A4 = ]_1IO[ U ]071[

Pourtoutx € R\ {—1,1}

) < 1 )2_(x2—1)2—1_x4—2x2+1—1_ xt—2x%  x?(x? - 2)

Z-1) T -DZ . 2D o122 -D)2

Comme x? — 2 est positif si et seulement si x € |—o0, —V2[ U |VZ, +oo[
Donc

>0

2 2

(le—l) <le 1_(x21—1) >O(=>x€]—oo,—\/§[u]\/§’+oo[

Par conséquent
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Ag = |-, —VZ[ U VZ, +oo]
Allez a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :
Onpose f(x) = |x — 1] + [x — 2|
Pourx <1,x—1<0etx—2<-1<0donc
f)=—-(x—-1)—-(x—2)=-2x+3
Pourl1<x<2,x—1=>0etx—2<0donc
f=lx—-1+|x-2|=x—-1-(x-2)=1
Pourx >2,x—1>1>0etx—2=>0donc
fX)=Ix—1+|x—-2|=x—-14+x—-2=2x—-3
Puis on va résoudre f(x) = 2 sur chacun des trois intervalles.

1
{f(x)<—12 oZ3=2, {x =
x= x= x<1
%s 1 donc%est solution.
flx)=2 1=2
{1SxS2=){1SxS2
Il n’y a pas de solution dans cet intervalle.
5
{f(x)-Z@{Zx—B—Z@ x =5
2<x 2<x
2<x

2 < g donc 2 est solution.
Les réels qui vérifient |x — 1| + |x — 2| = 2 sont {%g}
Allez a : Exercice 4 ;

Correction exercice 5 :
Les éventuelles solutions vérifient 41 —x > 0 et 41 + x = 0, autrement dit —41 < x < 41, ce sera bien le
cas des deux solutions trouvées.
Comme ces deux expressions sont positives on a

2
VAl —x+V41+x =10 © (V41 —x + V41 + x) =100 & 41 — x + 2v/41 — xV41 + x + 41 + x = 100
©82+2/412 —x2 =100 & 2¢/412 —x2 =18 © {412 —x2 = 9 & 412 — x? = 92
©412-92=x2 o x2=(41-9)(41+9) © x2 =32 x50 = 16 x 100 = (4 x 10)? & x
= +40
Allez a : Exercice 5:

Correction exercice 6 :

1. Onpose f(u) =lu—1|+ |u+ 1|

Siu<—-lL,u—1<0etu+1<O0alorsf(u)=—(u—-1)—(u+1) =-2u
vu<-1,flu) =4 2u=4ou=-2
Si-1<u<1,u—1<0etu+1>0alorsf(u)=—(u—-1)+w+1) =2
f(u) = 4 n’a pas de solution
Siu>1l,u—1>0etu+1>0alorsf(u)=(u—1)+w+1) =2u
vu>1,flu)=4o2u=4su=2

Il y a deux solutions —2 et 2.

2. D’apres la premiere question il faut et il suffit de résoudre
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Vx+1=-2 et vx+1=2
Vvx + 1 = —2n’apas de solution réelle et vx + 1 = 2 équivauta x + 1 = 4, c’est-a-dire a x = 3.

2
x+2-2Vx+1=x+1-2Vx+1+1=(Vx+1-1)
Et

— 2
x+24+2Vx+1=x+1FVx+1+1=(Vx+1+1)

Par conséquent

VxE]R,\/x+2—2\/x+1+\/x+2+2\/x+1=4<:>\/(\/x+1—1)2+\/(\/x+1+1)2=4
eVx+1-1+[Vx+1+1|=4ox=3

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

Supposons que /3 + 246 soit un nombre rationnel, il existe p € Z et q € Z*, on peut supposer qu’ils

sont positifs tous les deux
3
3+2V6 =
1

tels que
3+2x/€=p—3<:>3+2\/€:p_3@\/g:_<?’_3_3>
q q q

QT

On éléve au cube

2
Ce qui signifie que V6 € Q, il existe p; € N et g, € N* tel que

V6 =2
q1

On peut supposer que p; et g; ne sont pas tous les deux pairs sinon on peut simplifier par 2.
p
\/5=q1=>6q%=p12 (1)

1
Si p, est impair, son carré est aussi impair ce qui est impossible d’aprés (1) donc p;est pair et donc g,
est impair, il existe p, tel que p, = 2p, et g, tel que q; = 2q, + 1, ce que I’on remplace dan (1)
6(2q; + 1)? = 4p§ © 3(4q3 +4q, + 1) = 2pf & 3 = 2p; — 12¢5 — 12q,
Ce qui est impossible, donc V3 + 2v6 nest pas un nombre rationnel.
Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :

az=<J7+4\/§+\/7—4\/§>2=7+4\/§+2\/7+4\/§\/7—4\/§+7—4\/§

=14+2\/(7+4x/§)(7—4x/§)=14+2 72 — 42 x 3 = 14 + 21/49 — 48

=14+2%x1=16
Les deux valeurs possibles de a sonta = —4 eta = 4, comme a > 0,0n a
a=4€l
Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
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a2=4—2\/§+2\/4—2\/§\/4+2\/§+4+2\/§=8+2\/42—22>< =8+2V4=12

Donca = 2vV3cara >0et2 € N
Allez a : Exercice 9;

Correction exercice 10 :

a2=<\/4—2\/§—\/4+2\/§> =4—2\/5—2\/4—2\@\/4+2\/§+4+2\/§=8—2\/42—22><3

=8-2V4=8-4=4
Donc a = +2 or 4 — 2+/3 < 4 + 2+/3 entraine que a = —2
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1. Si «a est rationnel alors

a—©6
2 —_
V2 4
Est rationnel, ce qui est faux d’apres le cours.
Si f est rationnel alors
p—6
2 =—
V2 —4

Est rationnel, ce qui est faux d’apres le cours.
Donc a et 8 sont irrationnel.

\/a_ﬁ=\/(6+4\/§)(6—4\/§)=\/62—4zx =V36-32=V4=2€Q

(Va+yB) =a+2JaB+B=6+4VZ+4+6—4V2 =16
Commeva + /> 0,Va+B=4€Q.

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. SivV2++3 € Qalorsil existe p € Z et ¢ € N* tel que

ﬁ+@=§
Ce qui entraine que
Vi=_ -3
Puis on éléve au carré
2 p—z L343
q q

On isole V3

Ce qui montre que V3 € Q, il y a donc une contradiction, par conséquent

V2+V3¢Q

Je rappelle que le raisonnement suivant est faux
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V2¢Q et V3¢Q=2>V2+V3¢20Q

2. Si (VZ++3)" € Qalorsil existe p € Z et q € N* tel que
2
(VZ+V3) =
On éleve au carré
2

2+26+3="L

q2
On isole V6
V6 = L 1t P’
=5 =
Ce qui montre que V6 € Q, il y a une contradiction donc
2
(V2++v3) ¢Q

3. Siv2++/3 ++/6 € Qalors il existe p € Z et g € N* tel que
ﬁ+ﬁ+%=§

Ce qui entraine que

ﬁ+@=346
Puis on éléve au carré

p> 2p
2+2x/§x/§+3=?—?\/€+6

Ce qui équivaut a

2 2
5+2\/€+7p\/€=6+2—2

Soit encore
2
1+2
Vo=—2
2+ =
q
Ce qui montre que v/6 € Q, il y a donc une contradiction par conséquent
V2+V3+V6¢Q

4. Si(3vZ+2V3+v6)" € Qalorsil existe p € Z et g € N* tel que

(&5+z@+va2=§
On développe le carré avec la formule (a + b + ¢)? = a? + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc
32><2+22x3+6+2x3x2\/§\/§+2x3\/§\/€+2x2x/§x/€=2—z
Puis
36+12\/€+6\/ﬁ+4\/1_=2—2
En simplifiant et en arrangeant les choses

2
1276 + 64/22 X 3 + 4 32><2=Z—2—36
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2

1
12\/€+12\/§+12\/§=E<Z—2—36>
1 (p?
V6 +V3+V2=—(=-36
24\ g2

Ce qui entraine que v2 + /3 + /6 € Q, ce qui est faux d’aprés la question 3. Il y a une
contradiction donc

(3V2+2vV3+V6) ¢ Q

Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
Supposons qu’il existe p et g des entiers naturels, non tous les deux pairs tels que

V="
q

En élevant au carré on obtient
2

3 =Z—2=>3q2 =p? (»)
Si p est pair et g est impair, alors il existe k et [ des entiers telsque p = 2k et q = 2L + 1, ce que I’on
remplace dans ()
3412 +4l+1)=4k? ©2(6l1>+61l+1)+1=2x 2k?
Le terme de gauche est impair et celui de droite est pair, ce n’est pas possible.
Si p est impair et g est pair, alors il existe k et [ des entiers tels que p = 2k + 1 et ¢ = 21, ce que I’on
remplace dans ()
3x412 =4k’ +4k+1 e 2x61*>=202k*+2k)+1
Le terme de gauche est pair et celui de droite est impair, ce n’est pas possible.
Si p est impair et g est impair, alors il existe k et [ des entierstelsque p = 2k + 1 etq = 21 + 1, ce que
1’on remplace dans ()
3x (Al +4l+1) =4k’ +4k+1o2(612+6l+1)+1=2Q2k*+2k)+1 e 2(6l12+6l+1)
=2Qk*+2k) @ 612 +6l+1=2k*+2k < 2B1?°+3D+1=2k?*+k)
Le terme de gauche est impair et celui de droite est pair, ce n’est pas possible.
Donc+3 ¢ Q

Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
«® = (a+Vb) =a+3(3a)’ Vb +33a(¥b) +b=a+b+3Vab(¥a+ Vb) = a+ b+ 3Vaba
Donc a Vérifie
a3 -3Vaba—a—-b=0
Donc a est solution de
X3 —-3VYabX —a—-b=0
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
1. Pour tous les entiers relatifs E(x) = x etdonc E(—x) = —x, donc E(x) + E(—x) =0
2. Pour tous réels
E(x) <x<Ex)+1
Si x n’est pas un entier, ’inégalité de gauche est stricte
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E(x) <x<Ex)+1

On multiplie cette inégalité par —1
—E(x)—1< —x < —-E(x)

Cela montre que

E(—x) =—-E(x) -1
Par conséquent

E(x)+ E(—x) = -1

Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
1. Ona
{E(x) <x<E(x)+1
E()<y<E(m+1
En faisant la somme
E(X)+EQ@)<x+y<EX)+EW)+2 (»
Donc
E(x+y)=EMX)+E() ou E(x+y)=Ex)+E(y)+1
Car ce sont les deux seuls entiers dans I’intervalle
[E(x) + EM),E(x) + E(y) + 2]
C’est bien ce que 1’on voulait montrer.
Si dans (*) on prend la partie entiére, on obtient
E(EQ)+E(W) <E(x+y)<EE® +E®)+2)
On est obligé de changer le « < » en « < » dans la seconde égalité, a moins de préciser que E(x) +
E(y) + 2 est un entier et alors ’inégalité reste stricte.
Puis comme E(x) + E(y) et E(x) + E(y) + 2 sont des entiers
E(E)+E(¥)=EX)+E@y) et E(E)+E® +2)=EX)+E()+2
Et on obtient
ExX)+E(y) <E(x+y)<EX)+E(y)+2
Ce qui n’est exactement ce que 1’on demandait.
Beaucoup d’entre vous semble croire que
EE)+EM +2)=E(E@)+E(E®)+ER)=EX)+Ey)+2
C’est correct uniquement parce que E (x), E(y) et 2 sont des entiers, mais il est faux de penser que
pour tout x et y, E(x +y) = E(x) + E(y) (enfin ce n’est pas toujours vrai).
2. Sim + nest pair alors il existe p € Z tel que m + n = 2p alors

m+n n—-m+1 2p 2p—m—-m+1 2p—2m+1
E( 2 >+E< 2 )zE(7>+E( 2 )zE(p)+E( 2 )

1
=p+E(p—m+§)=p+p—m=2p—m=n

Sim + nestimpair alorsilexistep € Ztelquem+n =2p+1
m+n n—m+1 2p+1 2p+1—-m—-m+1
E(5) e () = () ()

1 2p—2m+2
=E(p+z)+E<f>=p+E(p—m+1)=p+p—m+1

=2p—m+1=n

Dans tous les cas on a
E<m+n)+E<n—m+1)_
2 2 - n




Pascal Lainé

E((Wa+vn+1) )=E(m+2vmvn+1+n+1)=E(2n+1+2/n(n+ D)
=2n+1+E(2{/n(n+ 1))

(2 n(n + 1))2 =4n(n+1) = 4n® + 4n
Or
AN’ <4n’+4n<4n®+4n+1
Ce qui équivaut a
2n<2Jyn(n+1)<2n+1
Par conséquent

E(2{/n(n+ 1)) = 2n
On a donc pour toutn € N
E((Wa+Va+l) )=4n+1

Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
e Premier cas:

E(x)Sx<E(x)+%(*) et E(y)Sy<E(y)+% (x*)

En faisant la somme de ces inégalités
EX)+EQy)<x+y<EX)+EWy)+1
On en déduit que
E(x+y)=EX)+E®)

On multiplie () et (x*) par 2.

2E(x) < 2x < 2E(x) + 1= E(2x) = 2E(x)

2E(y) <2y <2E(y)+1=EQ2y) = 2E(y)
Donc

E(X)+EQW)+EMx+y)=EMX)+EWy)+EMX)+E(y) =2E(x)+2E(y) = EQ2x) + EQ2y)
< E(2x) + E(2y)
e Deuxiéme cas:
E(x) +%£ Xx<EMX)+1(x) et E(p)<y< E(y)+% (*%)

En faisant la somme de ces inégalités

E(x)+E(y)+%Sx+y <E(x)+E(y) +;
On en déduit que

EX)+EW)<Ex+y)<EMX)+EWy)+1
On multiplie (*) et (x*) par 2.

2E(0)+1<2x<2E(x)+2=EQ2x)=2E(x)+1

2E(y) <2y <2E(y)+1=EQy) =2E(y)

Donc
EX)+EQW)+EXx+yY)<EX)+EW)+EX)+E(Wy)+1=2E(x)+1+2E() =EQ2x) +EQ2y)
< E(2x)+ E(2y)

e Troisiéme cas:

E(x)Sx<E(x)+%(*) et E(y)+%£y<E(y)+1 (*%)

En faisant la somme de ces inégalités
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E(x)+E(y)+%Sx+y<E(x)+E(y)+;
On en déduit que
EX)+EQy)<E(x+y)=EXx)+E(y)+1
On multiplie () et (x*) par 2.
2E(x) < 2x < 2E(x) + 1= E(2x) = 2E(x)
2E(p)+1<2y<2E(y)+2=EQRy)=2E(y)+1
Donc
EX)+EW)+Ex+y) <EX)+EW)+EMX)+E(y)+1=2E(x)+2E(y)+1=EQ2x)+E(_2y)
< E(2x)+ E2y)
e quatriéme cas:
E(x)+%£x<E(x)+1(*) et E(y)+%£y<E(y)+1 (*x)
En faisant la somme de ces inégalités
EX)+E@)+1<x+y<EMX)+E(ly)+2
On en déduit que
Ex+y)=EX)+E(y)+1
On multiplie (*) et (x*) par 2.
2E(x)+1<2x<2E(x)+2=EQ2x)=2E(x)+1
2E()+1<2y<2E(y)+2=>EQy)=2EWy)+1
Donc
EX)+EQW)+Ex+y)=E@X)+EW)+EMX)+EW)+1=2E(x)+2E(y)+1<2E(x)+1+E(y)+1
= E(2x) + E(2y)
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :

k+1

1. Lesensembles [, = ]x + S,x + T] k € {0,1,..,n — 1} sont disjoints deux a deux et la réunion de ces

intervalles est |x, x + 1], comme E(x) + 1 € ]x, x + 1] et que ces ensembles sont disjoints, E(x) + 1
appartient a un et un seul de ces ensembles, donc il existe un unique p € {0,1, ...,n — 1} tel que

+1
x+%<E(x)+1§x+pT (*%)

Remarque : I’ensemble des intervalle I, k € {0,1,..,n — 1} forme une partition de |x, x + 1].
2. En prenant I’inégalité de droite dans (*x), on a les équivalences suivantes :

x+%<E(x)+1@nx+p<nE(x)+n<:>nx<nE(x)+n—p
En prenant I’inégalité de droite dans (**), on a les équivalences suivantes :
p+1
E(x)+1Sx+T<:>nE(x)+nSnx+p+1(:nE(x)+n—p—1§nx

En réunissant ces deux inégalités on trouve I’encadrement demandé par 1’énoncé.
Comme
nE(x)+n—-p—-1<nx<nE(x)+n—-penEx)+n—-p—-1<nx<nE(x)+n—-p-1+1
Ona
E(nx) =nE(x)+n—-p-—-1
3. Pourtout k € {0, ..., p},

k
E(x)Sx+£Sx+§<E(x)+1

k
Donc E (x + ;) = E(x)
Pourtoutk e {p +1,..,n— 1},
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E(x)+1Sx+&Sx+ESx+n—_1=x+1—l<x+1<E(x)+1+1=E(x)+2
n n n n
Donc
E(x+%)=E(x)+1
4,
e+ =3 el S e Sawe 5 e
k=0 k=0 k=p+ k=p+1

=@+DEX)+ (- 1 -p)(E(x) + 1)
=(p+DEx)+nE(x)+1)—A+p)E(x)—1—-p=nE(x)+n—1—p = E(nx)
Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
Si n est pair, il existe m > 1 tel que n = 2m
P'(x) =2mx*™1+p et P'(x)=2mQ2m — 1)x?™m?2
Comme 2m — 2 est pair pour tout x € R, P""(x) > 0 donc P’ est croissante sur R.
Comme 2m — 1 est impair
lim Qmx?™ 1 +p)=—00 et lim 2mx*™1+4+p)=

X—>—00 X—+00
P’ est une bijection de R sur R donc il existe un unique @ € R tel que P'(a) = 0 et tel que
x<a=>Px)<0 e x>a=>P(x)>0
lim (x?™ +px+q) = 40 et liI_Il_l (x>™ +px+q) =+
X—>—00 X—>+0oo

Le tableau de variation de P est

X —00 a 400
P'(x) — 0 +

P(x) |+ \ i / +00

Si P(a) > 0 alors P n’a pas de solution.

Si P(a) = 0 alors P n’a qu’une solution : a.

Si P(a) < 0 alors P a deux solutions.

Sin est pair, il existe m > 0 telquen =2m + 1
P(x)=0Cm+Dx*™+p et P'(x)=(2m+ 1)2mx2m1

Comme 2m — 1 est impair :

Six <0alorsP"(x) < 0etx > 0alors P""(x) > 0. De plus P'(0) = p. Comme 2m est pair les limites

de P’ en +oo sont +co.

On en déduit le tableau de variation de P’

X —00 0 +00

P"(x) — 0 +

P'(x) |4 \ , / +00

Sip = 0alorsvx # 0,P'(x) > 0 et P'(0) = 0 ce qui montre que P est strictement croissante, comme
2m + 1 est impair

lim P(x) = —c et lirP P(x) =4
X—>+ 00

X——00

Cela montre que P est une bijection de R sur R, donc il existe un unique x, € R tel que P(x,) = 0.
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Si p < 0 alors il existe deux réels < 0 ety > 0 tels que P'(B) = P'(y) = 0 et tels que le signe de P’
soit strictement positif sur |—oo, B[ U ]y, +oo| et strictement négatif sur |8, y[. comme 2m + 1 est

impair

lim P(x) = —oo

X——00

On en déduit le tableau de variation de P

et lim P(x) = 4o
X—+00

X

—00 ‘B

P'(x)

Y +oo
0 +

P(x)

+ 0 -
/P(ﬁ)\

+ oo
P(y) 7

Si P(B) et P(B) sont strictement positifs ou strictement négatifs (P(8)P(y) > 0) alors P n’a qu’une

racine.

Si P(B) ou P(B) est nul (P(B)P(y) = 0), remarque les deux ne peuvent pas étre nul en méme temps

alors P a deux racines.

Si P(a) > 0 et P(B) < 0 alors P atrois racines.

Allez a : Exercice 19 :



