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1 Bref historique

Les nombres complexes sont nés d’un probléme algébrique : la résolution de I’équation de degré 3. Replagons nous dans le
contexte. Nous sommes au XVI éme siécle. L’imprimerie a entre cinquante et cent ans d’existence. On ne connait pas les
nombres complexes. Les grands noms des mathématiques de 1’époque sont GIROLAMO CARDANO (en francais, JEROME
CARDAN) (1501-1576), N1cOLO TARTAGLIA (1500-1557), Lubpovico FERRARI (1522-1565) et RAFAEL BOMBELLI (1526-
1573). Ils travaillent sur la résolution des équations, mais n’ont pas encore a disposition notre formalisme (la lettre x). Par
exemple, le probléme « x3 + 6x = 20 » devient sous la plume de CARDAN : « Soit le cube et six fois le coté égal 20 ».

On sait résoudre I'équation de degré 1 avec une idée simple. L’égalité 2x — 4 = 6 signifie : en partant d’un nombre
inconnu x, en le multipliant par 2 puis en retranchant 4, on trouve 6. Pour retrouver le nombre initial, on effectue les
opérations contraires en sens inverse. On réajoute 4 au nombre 6, puis on redivise le résultat obtenu par 2 et on
. 4+6

obtient x = —— =5.

Il en est de méme pour ’équation de degré 2 : x> —4 = 12. Effectuer les opérations contraires consiste a réajouter 4 a 12 pour
obtenir 16 puis a faire le contraire de I’élévation au carré a savoir reprendre la racine carrée. On obtient x =44+ 12 =4
(ou x = —/4 + 12 = —4). Les choses se compliquent avec 1'équation x> —4x 4 3 = 0. Il ne semble plus possible de trouver
les opérations successives effectuées a partir de I'inconnue x. Le probléme est que ’inconnue apparait deux fois. Tout
se passe comme si on avait en fait deux inconnues : x et x%. Mais une astuce algébrique (la transformation canonique)
permet de se ramener a une équation ot I'inconnue apparait une seule fois et donc ot 'on comprend les différentes étapes
de calcul effectuées a partir de I'inconnue x.

X2 —dx+3=0& (x—2)>—-1=0,

et pour obtenir I'inconnue x, il n’y a plus qu’a partir de 0, ajouter 1, prendre la racine carrée (+) et finalement ajouter 2
pour obtenir x =24++vT=3oux=2—+1=1.

Passons a 1’équation de degré 3. Par exemple, soit I’équation

x3+3x2 =21x—95=0 (Eq).

Comme pour I'équation de degré 2, on cherche a transformer le premier membre de sorte que l'inconnue n’apparaisse
qu’une seule fois. On espére parvenir & une équation du genre (x + 1)3 —27 = 0. On peut commencer le travail :

X342 —21x—95=0& (x+1)°=3x—1-21x—95=0& (x +1)> —24x — 96 = 0.

Malheureusement, le terme —24x persiste. Conservons néanmoins l'idée en considérant la nouvelle inconnue y = x + 1.
L’équation (Eq) s’écrit maintenant plus simplement :

ENeyd—24y—1)-9%=0ey>—24y—-72=0(E)).

La nouvelle équation est un peu plus simple car le terme de degré 2 a disparu, mais un terme de degré 1 est toujours
écrit. Si maintenant, on cherche & le faire disparaitre a I’aide d’un nouveau changement d’inconnue, on peut, mais on fera
réapparaitre un terme de degré 2. En fait, une manipulation algébrique ne fera pas, dans le cas général, disparaitre a la
fois le terme de degré 1 et le terme de degré 2 (méme si pour 1’équation x> + 3x? 4 3x — 26 = 0, cela marche en 1’écrivant
successivement x> 4 3x? 4+ 3x + 1 —27 = 0 puis (x + 1)3 — 27 = 0). Pour continuer, il faut une idée neuve. CARDAN a eu
'idée de chercher une solution de (E{) sous la forme y = u+v (pourquoi pas?). Cela donne

EN S u+v)?® —24(u+v)—72=0 1 +v> +3uPv+ 3w’ —24(u+v) —72=0

wH+v—-72=0 {u3+v3:72

3,3 _ _
Su+v0 —72+ (u+v)(3uv 24)—0<:{ 3wy — 24 — 0 W3 =8 =512

Il faut faire attention & 'implication < intermédiaire. Ce n’est pas une équivalence. Cette implication doit étre comprise
sous la forme : si on trouve deux réels u et v tels que la somme u3 4+ v3 vaut 72 et le produit u3v? vaut 512, alors le
nombre y = u + v est solution de (E’) puis le nombre x =y — 1 est solution de (E).

u? et v3 sont les solutions de I'équation de degré 2 : X2 — 72X + 256 = 0 (). Tout est la. L’idée de CARDAN a permis de
ramener la résolution d’une équation de degré 3 a la résolution d’une autre équation, de degré 2 celle la. Le discriminant
réduit de (x) est A’ =362 —512 = 784 = (28)?. Les solutions de cette derniére équation sont donc u? =36 —28 =8 =23
et v3 =36+ 28 =64 = 43. Le nombre y = 2 +4 = 6 est donc solution de (E’) puis le nombre x =y — 1 =5 est solution
de (E). On peut alors achever la résolution de (E) en mettant (x —5) en facteur :

(B)ex®+3x2—=21x—95=0& (x—=5)(x* +8x+19) =0 & (x —5)((x +4)* +3) =0,
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et (E) admet une et une seule solution (réelle) a savoir 5.

Réessayons tout ceci avec 'équation x> — 54x 4+ 108 = 0 (E;). On pose x = 1 +V et on obtient :

3043

(E2) & (w+v)3 —54u+v) +108 = 0 & u® +v3 + 108 + (u+v)(3uv —54) = 0 & { WY e e

u? et v3 sont alors les solutions de Péquation X? 4+ 108X + 5832 = 0 (*) dont le discriminant réduit vaut cette fois-
ci: A" =542 — 5832 = —2916 = —(54%). (%) n’a donc pas de solution, si on ne connait pas les complexes. Pourtant, le
polynome x3 — 54x + 108, de degré 3, a forcément une racine car pour x = —1000, il prend une valeur négative alors
que pour x = 1000, il prend une valeur positive, et il doit donc bien s’annuler quelque part (la notion de continuité et
le théoréme des valeurs intermédiaires ne seront connus que bien plus tard). Il n’y a pas de raison que la méthode ne
fonctionne plus, simplement parce que (%) n’a pas de solution. CARDAN (ou d’autres ?) décide de continuer :

X2 + 108X + 5832 = (X + 54)% — 542 + 5832 = (X + 54)? + 54% = (X + 54)% — (54/—1)2
= (X+54+54v—1)(X 454 —54v/—1).
On y est, les complexes sont en train de naitre. L’expression v/—1 apparait comme un objet absurde qui plus tard s’écrira

1 (initiale du mot impossible et non pas du mot « imaginaire ») (il faut noter qu’aujourd’hui la notationy/—1 n’a aucun
sens car on ne sait pas si elle désigne le nombre 1 ou le nombre —i et on n’écrit jamais v/—1).

On a ainsi u® = 54(—1 —/—1) et v3 = 54(—1 + /—1) et donc

x = /54(—1 — V1) + {/54(—1+ V1) = 3 (i/z(—1 V) 21+ \/—1)>
est solution de (E;). Le résultat sous cette forme n’a évidemment aucun intérét et il reste encore a découvrir que

(1—=vV=1P=1-3VT4+3-1)? = (V1P =1-3VT1-34+V-1=-2-2/-1,

de sorte que I'on peut prendre 1 = 3(1 —+/—T1). De méme, en remplacant /—1 par —/—1 (la, c’est la notion de conjugué
qui pointe son nez), v = 3(1 +y/—T1) et finalement, x = 1+ v = 6. On reporte alors le nombre 6 dans I’équation, un peu
sceptique, et on constate émerveillé que ¢a marche : 63 — 54 x 6 4+ 108 = 216 — 324 + 108= 0. En s’étant permis d’écrire
v/—1, on est allé au bout des calculs, le « nombre »/—1 disparaissant en fin de parcours et n’ayant donc été qu’un outil
intermédiaire, sans statut propre.

Dans un premier temps, ce nouvel objet (v/—1) effraie, et va mettre du temps & s’imposer. Pour preuve, constatons
qu’il a fallu attendre encore longtemps pour voir se mettre en place le vocabulaire et les notations que nous connaissons
aujourd’hui : DESCARTES empoie le mot imaginaire en 1637, EULER introduit la notation i en 1777, et il faut attendre
1831 pour que GAUSS parle de nombre compleze.

Revenons maintenant au programme des classes préparatoires. Si la méthode de CARDAN n’a pas a étre connue dans sa
version générale, les manipulations précédentes fournissent des exercices classiques d’écrits ou d’oraux de concours :

Exercice 1. (E.S.T.P 1998) Simplifier le nombre v/7 +5v2 — v/—7 +5v/2.

Solution 1. On se sert des idées précédentes.

Posons u = V74+5v2,v=7-5/2puis a = V7+5v2— V-7+5vV2 = V/7+5V2+ V7—-5V2 =u+v. On a
W v =745V247-5V2=14 et uv = /49 —50 = —1 puis

a® =1l +3utv 43w +v3 = (¥ +v3) + 3uwv(u+v) = 14— 3a.

a est donc I'une des solutions réelles de 1’équation x> + 3x — 14 =0 (E). Or, pour tout réel x,

X3 +3x—14=(x—-2) (x2+2x+7) :(x—z)((x+])2+6).

Ainsi, ’équation (E) admet une et une seule solution réelle & savoir 2. Finalement,

V74+5V2— 3/ -7+5V2=2. I

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 3 http ://www.maths-france.fr



2 Forme algébrique des nombres complexes

2.1 Définition de C
2.1.1 Définitions des opérations

Aucune construction précise du « corps des complexes » n’est au programme des classes préparatoires. Donc, on admettra
qu’il existe un ensemble de nombres, noté C, contenant ’ensemble R des nombres réels, tel que :

e les éléments de C, appelés nombres complexes, sont de la forme a 4+ ib ol a et b sont deux nombres réels et 1
est un nombre non réel.
e C est muni de deux opérations + et x définies par :
Y(a,b,a’,b’) e RY, (a+1ib)+ (a’ +ib’) = (a+a’) +i(b+b’),
et

V(a,b,a’,b’) e R?, (a+1ib) x (a’ +1ib’) = (aa’ —bb’) +1i(ab’ + a’b).

En particulier,

i =-1.
e Les réels sont les complexes de la forme a + 01 ou a est réel. Plus précisément, pour a réel, a + 0i = a.

= Commentaire.

o Dans ce qui précéde, rien ne tient debout, car un nombre complexe a+1ib est défini a partir du nombre i et le nombre i est défini
a partir de la multiplication de deur nombres complexes ... Une construction méticuleuse serait nécessaire pour rendre [’ensemble
cohérent.

o Quand (a,b) = (a’,b’) = (0,1), la formule (a+1ib) x (a’ +1ib’) = (aa’ —bb’) +i(ab’ + ba’) fournit i* = —1.

2.1.2 Propriétés de ’addition et de la multiplication

L’addition et la multiplication dans C « prolongent » I’addition et la multiplication dans R en ce sens que la somme et
le produit de deux nombres complexes qui sont des réels sont la somme et le produit de ces réels dans R. Le théoréme
suivant dit que I’addition et la multiplication dans C ont les mémes propriétés que ’addition et la multiplication dans R :

Théoréme 1.

V(z,z2") €C? z4+2' =2' +2z V(z,z') € C? zx2' =2' xz
V(z,z,2") € C3, (z+2")+2z" =2+ (2'+2") | V(z,2/,2") € C3, (zxz/) x 2" =2z x (2" x2")
VzeC, z4+0=2z VzeC,zx1=z

VzeC, z+ (—2z)=0

= Commentaire.

o La premiére propriété dit que l'addition et la multiplication des nombres complexes est commutative. La deuxiéme propriété dit
que Uaddition et la multiplication des nombres complexes est associative. La troisiéme propriété dit que O (le nombre complexe
0+ 0i) est élément neutre pour ’addition et 1 (le nombre compleze 1+ 0i) est élément neutre pour la multiplication. La derniére
propriété dit que —z (si z = x + 1y ou x et y sont deuz réels, alors —z = —x — iy) est l'opposé de z. Ce vocabulaire sera défini
précisément dans le chapitre « Structures ».

o Dans le théoreme ci-dessus, il manque la notion d’inverse d’un nombre complere non nul. Ceci sera analysé dans le paragraphe
sutvant.

DEMONSTRATION . Nous ne démontrerons a titre d’exemple que ’associativité de la multiplication.

Soient x, x’, x”, y, y’ et y” six réels puis z=x+1y, 2’ =x"+ iy’ et z”" =x" +iy".

"=l i)+ )] 7+ iy") = [0 —yy) iy +yx )] (K +y”)
— ((XX/ _yy/)_x// o (Xyl +yxl)y//) +1 ((XX/ _yy/)y// + (Xy/ +yX/)X//)
11

— (XX/XII 799/7(,” 7Xyly” 7ylell) +i(XX/y// +Xy/X” +yXIXN 7_9_9 y )

(zxz')xz

et
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zx (z' xz2") = (x+iy) [(x" + 1y ) x" +iy")] = (x+iy) [(x'x" —y'y") +ilx'y" +y'x")]
— (X(X/X// _y/y //) _y(xly " +9/X//)) + i (X(X/y " +9/X//) + y(X/X// _ yl'g //))
— (XX/X// _ Xy /y " _yxly " _yy /X//) + i(XX/y " +Xy /X// +yX/X// _ yy /y //).

1"

Done, (zxz') xz" =z x (z/ x z").

a
Théoréme 2. V(z,z',2") € C3, (z+2') xz" =zxz" +2z' xz".
= Commentaire. On dit que multiplication est distributive sur [’addition.
DEMONSTRATION .  Solent x, x’, x”, y, y’ et y” six réels puis z=x+1y, z’ =x"+1iy et 2" =x" + iy".
(z+z2) x2" = [(x+iy) + (X" + )] (" +iy") = [(x +x) +ily +y")] " +iy")
= (e +x" = (Y +y ") +1((x+x" + (y +y"x")
— (XX// +X/X// _yy " _ y/y //) + i(xy 1" + X/y 1 +yxll +y/X//)
— [(XX// _yy //) —.—i(xy 1" +yX”):| + [(X/X// _y/y ”) +i(x’y " +y/X”)}
=zxz"'+z' xz".
A

2.1.3 Inverse d’un nombre complexe non nul.

Théoréme 3. Tout nombre complexe non nul a un inverse pour la multiplication ou encore
Vze C\{0}, I3z’ € C/zxz' =1.

1
De plus, si z=x + iy ou (x,y) € R?\ {(0,0)}, 'inverse z’ de z, noté = est

T x Y
z  x?*+y? X 4y?’

DEMONSTRATION .  Soient x et y deux réels tels que (x,y) # (0,0) puis z = x + 1y.

Tout d’abord, x* + yz est la somme de deux réels positifs, I'un de ces deux réels étant strictement positif. Donc, x* + yz est un réel
strictement positif et en particulier x* + yz n’est pas nul. Ensuite,

(x+1iy) [ o — i3 —(x=2 y—Y )i (x— Yy =
Y X2+y2 X2+y2 - X2+y2 9X2+y2 X2+y2 yx2+y2
_ Xty

= =1.
x? +y?

= Commentaire. Nous reviendrons sur la notion d’inverse d’un nombre complexe dans le paragraphe « module d’un mnombre
complexe ».

T 2-3i 2 3
T2431 22432

Par exemple =53 El.

Une conséquence importante du théoréme 3 pour la résolution des équations algébriques est

Théoréme 4. Dans C, un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est nul.

DEMONSTRATION . Soient A et B deux nombres complexes tels que A x B = 0.

SiA;«éOalorsAxB:O:}%XAXB:%><O:>B:O.Réciproquement,siA:OouB:O7alorsA><B:O.
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2.2 Les différents ensembles de nombres

On démarre avec 'ensemble N des entiers naturels qui permettent de compter des objets. Cet ensemble de nombres s’avére
insuffisant pour parler de dettes ou de température en dessous de 0. Il faut créer entre autres le nombre —1 ou encore dans
N, 'équation x +1 = 0.

On crée donc 'ensemble Z des entiers relatifs. Cet ensemble de nombres est encore insuffisant pour diviser en 10. Il faut

1
créer le nombre 0°- 0,1 ou encore dans Z, I’équation 10x = 1 n’a pas de solution.

n
On crée donc 'ensemble D des nombres décimaux. Ce sont les nombres de la forme I ou n est un entier relatif et p

est un entier naturel. Dans ce nouvel ensemble de nombres, ’équation 3x = 1 n’a pas de solution. Dit autrement, on peut

) 1 PP -
démontrer que le nombre -, une fois créé, n’est pas un nombre décimal.

3

a
On crée 'ensemble @Q des nombres rationnels. Ce sont les nombres de la forme 5 ol a est un entier relatif et b est un

entier naturel non nul. Dans cet ensemble, I’équation x2 = 2 ou encore le nombre v/2, une fois créé, n’est pas un nombre
rationnel.

. . 1 .
On crée Pensemble R des nombres réels comme 7t ou v/2 ou e mais aussi 1 ou —1 ou 3 Dans cet ensemble de nombres, il

reste encore des équations polynomiales qui n’ont pas de solution comme 1’équation x> + 1 = 0 par exemple, ou encore il
manque des nombres.

On crée un nombre i vérifiant i> = —1 puis on crée ensemble C des nombres complexes, nombres de la forme a +1ib o a
et b sont deux nombres réels. Dans cet ensemble, Péquation x? + 1 = 0 a au moins solution. On démontre en algébre que
dans I'ensemble C, toute équation polynomiale de degré supérieur ou égal & 1 admet au moins une solution (théoréme de
d’ALEMBERT-GAUSS). D’un certain point de vue, on a donc enfin tous les nombres.

N — L’équation x +1 =0 n’a pas de solution dans N
C

=

Z — L’équation 10x = 1 n’a pas de solution dans Z
C

=

D — L’équation 3x = 1 n’a pas de solution dans D
C

=

Q — L’équation x? = 2 n’a pas de solution dans Q
C

=

R — L’équation x? = —1 n’a pas de solution dans R
-

£

C

— Toute équation polynomiale a au moins une solution dans C

2.3 Parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe

2.3.1 Egalité de deux nombres complexes sous forme algébrique

Théoréme 5. Pour tous réels a et b,

a+ib=0&8a=b=0.

Plus généralement, pour tous réels a, a’, b et b’

a+ib=ad' +ib @ a=a’etb="".

DEMONSTRATION .

e Soient a et b deux réels tels que a+ib = 0. Supposons par I'absurde que b # 0. Alors, 1 = —%. En particulier, 1 est un réel ce qui

n’est pas (car aucun réel n’a pour carré le nombre —1).
Donc, b =0 puis a = 0. Réciproquement, si a =b =0, alors a +ib = 0.

e Soient a, a’, b et b’ quatre réels.
at+ib=a +ib' & (a—a)+ilb—b)=02a—a'=b—b' =0 a=a’ etb="b".
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a

La propriété « a+ib =a’+1ib’ & a =a’ et b =b’ » donne la possibilité d’identifier les coefficients quand ceux-ci
sont réels. Par exemple, si x et y sont deux réels,

(x +y) +ilx—y) =4+zu:>{ Xty =4 (:){ (x+y)+(x—y)=4+2 { x=3

x—y=2 (x+y)—(x—y)=4-2 T y=1

Ceci devient complétement faux si 'un des nombres a, a’, b ou b’ n’est plus réel. Plus précisément, si a, a’, b ou b’ sont
des nombres complexes quelconques,

a+ib=a’'+ib’ A a=da’'etb=b’.
Par exemple, 0+0x1=0=1+1x1et pourtant 0 # 1 et 0 # 1. a

2.3.2 Partie réelle et partie imaginaire. Définitions et propriétés

Le théoréeme 4 dit que les deux nombres réels a et b définissant le nombre complexe z = a + ib sont uniquement définis
par le nombre complexe z. Ceci motive la définition suivante :

DEFINITION 1. Soient a et b deux réels puis z = a + ib.

a est la partie réelle du nombre complexe z et se note Re(z). b est la partie imaginaire du nombre complexe z et
se note Im(z).
Pour tout nombre complexe z, on a donc

z = Re(z) + 1 Im(z).

L’expression « partie imaginaire » est piégeuse. On aurait envie de dire que la partie imaginaire du nombre complexe
a+1ib (ot a et b sont deux réels) est ib. Ce n’est pas le cas. La partie imaginaire du nombre complexe a + ib,
(a,b) € R?, est b et en particulier, la partie imaginaire d’un nombre complexe est un réel.

DEFINITION 2.

Les nombres complexes dont la partie imaginaire est nulle sont les réels.
Les nombres complexes dont la partie réelle est nulle sont les imaginaires purs.

Notation. L’ensemble des réels est R. L’ensemble des imaginaires purs, c’est-a-dire ’ensemble des iy out y décrit R, se
note iR.

Théoréme 6.

o V(z,2') € C?, Re(z+z') = Re(z) + Re(z’) et Im (z + z') = Im(z) + Im(z').
e V(A,z) € R x C, Re (Az) = ARe(z) et Im (Az) = Alm(z).

DEMONSTRATION .

e Soit (z,z') € C2.

z+2z" = (Re(z) +iIm(z)) + (Re(z') +iIm(z')) = (Re(z) + Re(z")) +i(Im(z) + Im(z")).
Puisque Re(z)+Re(z’) et Im(z)+Im(z’) sont deux réels, on a montré que Re (z +z’) = Re(z)+Re(z’) et Im (z +z') = Im(z) +Im(z’).
e Soit (A,z) €R x C.

Az = AMRe(z) +1Im(z)) = ARe(z) + i Alm(z).
Puisque ARe(z) et AIm(z) sont deux réels, on a montré que Re (Az) = ARe(z) et Im (Az) = AIm(z).

Ainsi, pour tout nombre complexe z, Re(2z + 3) = 2Re(z) + 3 et Im(2z + 3) = 2Im(z).

2.4 Représentation géométrique des nombres complexes
On munit le plan d’un repére orthonormé (O, ﬂ), 7)

e A tout point du plan M de coordonnées (x,y), on peut associer le nombre complexe zypg = x + 1y. Le nombre complexe
znm s’appelle affixe du point M.

Inversement, & tout nombre complexe z = x + iy avec (x,y) € R?, on peut associer le point M de coordonnées (x,y). M
s’appelle 'image ponctuelle du nombre complexe z.
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e A tout vecteur du plan U de coordonnées (x,y), on peut associer le nombre complexe zp = x + iy. Le nombre zy

s’appelle I'affixe du vecteur .
Inversement, a tout nombre complexe z = x + iy avec (x,y) € R?, on peut associer le vecteur U de coordonnées (x,y). u

s’appelle 'image vectorielle du nombre complexe z.

Si le point M a pour affixe z, sur un dessin on peut écrire M(z) ou si le vecteur U a pour affixe z, sur un dessin on peut
écrire E)(Z). Ainsi, si z=x 41y ou x et y sont deux réels, on a le dessin suivant

M(z)
L 4
|
|
|
i I
) I
|
o| = X
i
Théoréme 7.
. . - ZA +ZB
e Soient A et B deux points du plan. Le milieu I du segment [AB] a pour affixe z; = —
e Soient A et B deux points du plan. Le vecteur /ﬁ a pour affixe Z3g = 2B —ZA.

DEMONSTRATION .  Soient A et B deux points du plan de coordonnées respectives (xa,ya) et (xs,ys)-

e On sait que I a pour coordonnées (XA sz e , W). Donc,
XA + X YA + 1 . . . 1
2= PR i3I = S ((xa +iya) + e +iys)) = 5 (24 +28).

—
e On sait que AB a pour coordonnées (xg — Xa,Yys —Ya). Donc,

zyg = (xB —xa) +1(ys —ya) = (xg +iys) +i(xa +iya) =z — za.

Exercice 2. Pour tout nombre complexe z, on pose Z = (1+1)z+1—1.

Déterminer et construire 'ensemble £ des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur.

Solution 2. Soit z un nombre complexe. Posons z = x + iy ou1 x et y sont deux réels.
Z=(1+1)x+iy)+1—i=x—y+1+ilx+y—1i).
Par suite, Re(Z) =x —y + 1 puis

ZeiR& Re(Z) =05 x—y+1=0.

L’ensemble € des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur est la droite d’équation x —y + 1 =0.
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2.5 Conjugué d’un nombre complexe

DEFINITION 3.

Pour tout nombre complexe z, le conjugué de z est le nombre complexe noté z défini par

Z = Re(z) — 1 Im(z).

Géométriquement, le point d’affixe Z est le symétrique du point d’affixe z par rapport & 'axe des abscisses. Profitons-en
pour signaler que le point d’affixe —z est le symétrique du point d’affixe z par rapport & l'origine et que le point d’affixe
—z est le symétrique du point d’affixe z par rapport a 'axe des ordonnées.

Théoréme 8. Vz € C, (Z) = z.

L’application z — z est donc une involution et en particulier I’application z — z est une permutation de C.

DEMONSTRATION . Soit z € C.

(z) = Re(z) — iIm(z) = Re(z) + ilm(z) = z.
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Théoréme 9.
1) V(z,z)€C?, z+2z/ =z+2'

2) a)V(z,z') €C?,zxz =z x 7/
b)Vze(C VneN, (z0) = 2"

N

3)a)VzeC,z#0et (%)

b) V(z,z') € C x C*,
c)Vze C*, VneZ, z“) =z".

DEMONSTRATION .

1) Soit (z,z') € C*. Posons z =x + iy et 2’ =x’ + iy’ ot x, y, x’ et y’ sont quatre réels.

z+z':x+iy+x'+iy’:(x+x’) y+y)=+x)—iy+y)=x—y+x -y’ =z+z".

2) a) V(z,z') € C?. Posons z=x+1y et z/ =x’' +1iy’ ot x, y, x et y’ sont quatre réels.

zxz/ =+ +iy) = ' —yy') +ibx’ +yy’) = (o —yy') —ilxy’ +yx)
= (" = (=) (—y ) + ilx(—y) + (—y)x') = x =) (x" — iy")
=zxz.

b) Soit z € C. Montrons par récurrence que Vn € N, (zn) =z™.

e Le résultat est vrai quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que (z") =Zz". Alors,

(Zn+l) =7Z" X z
=2z" X Z (d’apreés 2)a))
=Z" x Z (par hypothése de récurrence)
_ zn+1
Le résultat est démontré par récurrence.

3) a) Soit z € C*.

. _ 1
Ceci montre que Z # 0 et que <—) =
z

nl| =

b) Soit (z,z') € C x C*.

Z)=(c72) =2 (5)=7x2-

c) Soit z € C*. On sait déja que Yn € N, (zn) =Z". Soit n € Z™*. Alors —mn > 0 et
(zn) = (%) = % =z".
z z

Commentaire. On peut résumer le théoréme précédent en disant que « le conjugué marche bien avec toutes les opéra-
(1—1)z2+31  (14+1)z" —3i
(z—3+1)22  (z—3-1)2°

B || wi

a

tions ». Par exemple,

Exercice 3. Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 3—1)z—2+4i=0.
2) (1+i)z+3—-1)z=1+2i.

Solution 3.
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1) Soit z € C.

B-1)z-2+4i=0B3-1z-2+4=05 (3+i)z—2—4i=0

(:)Z_2+4i<:>z_(2+4i)(3—i) Z_1O+1Oi
O3+ O B3+1)(3-1) 32412
Sz=14+1.

L’ensemble des solutions de I’équation proposée est {1 + i}.

2) Soit z € C. Posons z = x + iy ou x et y sont deux réels.

4zt B-iz=1+21e (1 +)x+iy)+B-D(x—iy) =1+2i
S x—y+ilx+y)+Bx—y)+i(—x—-3y)=1+21
& (@Ux—2y)+i(-2y)=T+2i

—2y=2

y=-—I 1
= X—_l <:>Z:_Z_L
T4

= { x—2y =1 (par identification des parties réelles et imaginaires)

1
L’ensemble des solutions de I’équation proposée est {_é_l — i}.

Théoréme 10.

1) Vz € C, z+z = 2Re(z), z — z = 2ilm(z).

2) Vz € C, Re(z) = % (z+7Z) et Im(z) = 7

3)vVzeC,(zeR&zZ=2)et (z€iRE&SZ=—2).

(z—12).

DEMONSTRATION .

1) et 2) Soit z € C. z+Z = Re(z) + ilm(z) + Re(z) — ilm(z) = 2Re(z) et z—Z = Re(z) + ilm(z) — Re(z) + ilm(z) = 2ilm(z).

Par suite, on a aussi Re(z) = % (z+7Z) et Im(z) = % (z—12).

3) SoitzE(C.zG]R{:)Im(z):O<:>%(Zfi):O@}Z:zetzeiR(:)Re(z):O<:>%(z+2)20(:>2:fz.

2.6 Module d’un nombre complexe

DEFINITION 4.

Pour tout nombre complexe z, le module de z est le nombre réel positif noté |z| défini par

2l = \/(Re(2))* + (Im(2))?.

= Commentaire. Siz est un nombre réel x, alors |z| = V/x? + 02 = |x| ou |x| désigne la valeur absolue du réel x. Le module

d’un réel est donc la valeur absolue de ce réel.

Le module d’un nombre complexe s’interpréte bien str géométriquement. On munit le plan d’un repére orthonormé
(O, E}, 7) Si M est un point du plan d’affixe zp, alors immédiatement,

‘Z]\/l| = OM.

Plus généralement, si A et B sont deux points du plan,

AB = /(x5 —xa)? + (45 —ya)* =I(xp —x2) +i(ys —ya)l = lzs — zal = |23
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P \W\\

Le module permet alors de décrire simplement les cercles et les disques du plan. Soit O un point du plan d’affixe w et R
un réel positif.

e Le cercle de centre Q et de rayon R est I'ensemble des points M d’affixe z tels que |z— w| = R ou encore, en identifiant
un point et son affixe,
C(w,R)={zeC/|z— w| =R}
e Le disque fermé (resp. ouvert) de centre Q et de rayon R est ’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — w| < R
(resp. |z— w| < R) ou encore,
De(w,R) ={z € C/ |z— w| < R} (resp. Do(w,R) ={z € C/|z— w| < R}).

Nous allons maintenant fournir un certain nombre de propriétés algébriques du module. Commencons par signaler une
écriture du module & ’aide du conjugué :

Théoréme 11.

1) Pour tout nombre complexe z, zZ = |z|*.

2) Pour tout nombre complexe z, |zl =0 & z = 0.

DEMONSTRATION . 1) Soit z un nombre complexe.

2z = (Re(z) +1ilm(z)) (Re(z) — ilm(z)) = (Re(z))* —i% (Im(2))? = (Re(2))? + (Im(z))* = |z]*.
2) En particulier, [zl =0&22=0&2z2=00uz=0&z=0.

= Commentaire.

o zZ est un réel positif et on peut donc écrire |z| = V/zZ.

o L’égalité 2z = |z|* nous permet aussi de reparler de Uinverse d’un nombre compleze non nul. D’aprés ce qui précede, si z est un
nombre complexe non nul, alors |z| # 0 et on peut écrire

z

|z12”

1 3+2i 3+2i 3,2 T+1 (1+1)? 1+21—1
Par exemple, =

_ — -2 4 24 ; = = =1. 0 Uhabitud
352 BoB12) P22 1B B TR T o0y gz o on e thaiude
de dire que l’on rend réel le dénominateur en multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur.

Les égalités z +z = 2Re(z), z — z = 2ilm(z) et zZ = |z|? permettent assez souvent de se passer de poser z = x + iy. C’est
le cas dans I'exercice suivant.

. . z+1i . . .
Exercice 4. Pour z € C\ {i}, on pose Z = el Déterminer et construire ’ensemble des points du plan d’affixe z tels
” —
que Z soit imaginaire pur.

Solution 4. Soit z € C\ {i}.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 12 http ://www.maths-france.fr



24t Zoi z+1)EZ+1)+(EZ—1)(z—1)

2Re(Z)=Z+Z= -+ —— = —
z—1 z+1 (z—1)(z—1)
C2zP -2 2(lzP 1)
=2zl
Par suite, pour z # 1,
2(\z|2—1)

ZciR & Re(Z) =04 —0& |zl =1 (et z #£1).

z—if?
L’ensemble des points d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur est le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point de
coordonnées (0, 1).

Théoréme 12.
1) a) V(z,2') € C?, |z x 2'| = |z| x ||

b) Vze C,Vn e N, |z"| = [z|™.

2 v C*, |-
)a)Vze ’z‘ 7

z
z/

_ A
Iz’

c)Vze C*, Vn ez, |z = |z]".

b) V(z,z') € C x C*, ‘

DEMONSTRATION .

1) a) Soient z et z’ deux nombres complexes.
— = 2
lzz'|? = 22" (z2') = 2227 = |z]*Z'* = (Izll)” .
Puisque |zz'| et |z||z’| sont deux réels positifs, on en déduit que |z x z'| = |z| x |z].

b) Le résultat se démontre par récurrence gréace a 1)a).

1 1 1 1
2) a) Soit z un nombre complexe non nul. Tout d’abord, |z| # 0 puis |z| x —' =|z X —‘ =1 =1et donc |- | = H
z z z Z|
. ., z 1 1 |z]
b) Soient z un nombre complexe puis z’ un nombre complexe non nul. ‘—‘ =lzXx —|=z| X |—=| =z x — = —.
z/ z/ z/ lz’  |z’]

¢) Soit z un nombre complexe non nul. On sait déja que Vn € N, [z™] = [z|™. Soit n € Z™*. Alors, —n > 0 puis

1

l2"| = ‘—

1 n
- —|z™.
|z| ™

Z*n
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= Commentaire.

2+1)(3-2i)2
o Le théoréme 11 dit que « le module fonctionne bien avec la multiplication ». Si on veut calculer le module de % par
i
exemple, il serait trés maladroit de développer le carré puis de rendre réel le dénominateur. Ce module doit se calculer ainsi :

CR24ixB-21F V5Ex13 13

‘ (2+1)(3—=21)?

4431 14 + 3i V25 5
o Si on écrit explicitement 1’égalité |z x z'| = |z| X |z’| en passant auz parties réelles et imaginaires, cela donne :

Y(a,b,c,d) € R, (a2 n bz) (cz n dz) — (ac —bd)? + (ad + be)? (identité de LAGRANGE).

Ce résultat a une application en arithmétique (en se restreignant au cas particulier ot (a,b,c,d) € Z4) : 81 deux entiers sont somme
de deux carrés parfaits, alors leur produit est somme de deux carrés parfaits. Par exemple,

221 :]3><17:(32+22) (42+12) —(3x4-2x1)+(B3x1+2x4)?2=10%+112

Cette constatation permet de ramener le probleme de la décomposition d’un entier en somme de deux carrés parfaits (ce qui n'est
pas toujours possible) au probleme de la décomposition de chaque nombre premier en somme de deuz carrés parfaits. Ceci n’est pas
anecdotique. Il n’est pas rare que les nombres complexes soient un outil important pour faire de l’arithmétique.

Théoréme 13.

1) V(z,2') € C?, [Re(2)| < lz] et m(z)] < 2.

2) Y(z,z') € C?, [Re(z)| = |z| & z € R et [Im(z)| = |z| & z € iR.

DEMONSTRATION .  Soit z un nombre complexe.

12l = \/(Re(2))? + (Im(2))? > / (Re(2))? + 02 = [Re(2)].
De plus, |z| = [Re(z)| & (Im(z))’ =05z R (on retrouve au passage le fait que le module d’un réel est sa valeur absolue.

De méme,

lz] = \/(Re(z))2 + (Im(2))* > \/02 + (Im(z))* = [Im(z)|.
De plus, |z| = [Im(z)] & (Re(z))? =0 & z € iR.

Ensuite, on a immédiatement

Théoréme 14. Yz € C, [z| = | — z| = |z/.

On a dit que le module fonctionne bien avec la multiplication. Le théoréme 14 montre que ce n’est pas du tout le cas avec
laddition. En général, on a |z + z'| # |z| + |z’|. Plus précisément :

Théoréme 15.

1) ¥(z,z') € C?, |z + 2'| < |z| +|2/| (inégalité triangulaire).

2)V(z,z2) € C?, lz+ 2| =zl + 2| & z=00u(z#0et IN € RY/ 2z’ = Az) (cas d’égalité de 'inégalité triangulaire).

DEMONSTRATION .  Soient z et z’ deux nombres complexes.

z+2P=(z+2)z+2) = (z+2') (2+7))
=224+2'Z24+ 22" + 2’27 = 2> + 2Re (zz') + lz'|?
<lzP+2 |Re (z2')| + l2'|?
Sl +22Z | +12'F =12 + 21 |2/| + 1217 = 2P + 212 |2] + |2
= (i +12)%,

et donc |z +z'| < |z| + |z'| puisque |z + z'| et |z| + |z/| sont deux réels positifs. Ensuite, cette inégalité est une égalité si et seulement
si chacune des inégalités écrites ci-dessus est égalité. Donc,
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lz+z'| =zl + |z'| & |zz| = |Re (z2)| et |Re(zz)| = Re (zz')
&7z eRet !Re (Ez')| = Re (Zz') (d’apres le théoréme 13)
&7z e RT

";}z—Oou(z;éOet €R+)(Carsiz;«é0, alors |z|? > 0)

I\Z

(:)z:Oou(z;éOet;ER*)(:)Z:Oou(z;«éOetHAERﬂ Z;:?\)
&Sz=0o0u(z#0et MERT, 2/ =Az).

]
Exercice 5. Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2, « pour tous nombres complexes non nuls z1, ...z,
on alzy+...4+zn| < lz1l+ ... + |zn] avec égalité si et seulement si pour tout k € [2,n], il existe A, € RT* tel que
Zx = 7\kZ] ».
Solution 5. Montrons par récurrence que pour tout entier n > 2, « pour tous nombres complexes non nuls z1, ...zy, on
alzy + ...+ znl <lz1|+... + |zn| avec égalité si et seulement si pour tout k € [2,n], il existe Ay € RT* tel que zx = Akzq
(Pn) ».

e Le cas n =2 est le théoréme 15 (dans le cas ot z1 # 0 et z; # 0).

e Soit n > 2. Supposons (Py,). Soient z1, z2, ..., znt1 N+ 1 nombres complexes tous non nuls. Déja,

Z1 4+ o4 zn + zng1| <lz1 4 oo+ 2ol + Zna]
\

<
<lz1l+ ...+ |znl + 1zns1l (par hypothése de récurrence).

De plus, l'inégalité est une égalité si et seulement si chacune des deux inégalités écrites est une égalité. Par hypothése
de récurrence, on a

lzZ1+ ...t znpil =zl + .o Flznil Sz + .o Fzal =zl + oo znl et 21+ oo+ znF znrl =121+ oo F 2l F 1Zns ]
sSvVke2n], M eERY™/ zxy =Mzret IWER )z =u(z1+...+2zn)
= Vk e [[2,T1.+1ﬂ, Ak €R+*/Zk:AkZ1.

Réciproquement, si Vk € [2,n+ 1], I\, € RT*/ z. = Ayzq, alors

Z1 4+ .ot zniil=lz1 T+ A2+ o A1) = (T +H A2+ o+ Ang1) z1]
=lzil+ A2 lzil+ .o F Agr il =zl + oozl

Le résultat est démontré par récurrence.

Sinon, voici un exercice plus simple pour réviser.

Exercice 6. Résoudre dans C les équations suivantes :
) ((M+i1)z+1-9(((2—-1)z—-3+1) =0.
2) (3+2)z—(1—1)z=1-2i.

Solution 6.

1) Soit z € C.

(T+1)z+1-1)(2-1z-34+1)=0& (1+1)z+1—i=00u(2—1)z2—3+i=0
S (1+i)z41—-i=00u(2+i)z—3—-i=0

P K SN £ S o {1 k) DN € R0 [
T+ 241 4+ =1) C2+1(2-1)
B R T 1o 1 N

@Z—WOHZ—(2+I)(2_ )<:>Z—‘LOUZ— 5 .
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7—1
L’ensemble des solutions dans C de I’équation proposée est 8§ = {i, 5 }

2) Soit z € C. Posons z = x + 1y ou x et y sont deux réels.

B4+2)z—(1—-1z=1-2i& B+2)(x+iy) — (1 —1)(x —iy) =1-21

S
S 2x—y)+iB3x+4y)=1-2i
=

{ ;z ; }le:—] ) (par identification des parties réelles et imaginaires)
2
o y=2x-—1 o =77 o _2-T7
3x+4(2x—1)=-2 7 AR T
LT

2—7i
L’ensemble des solutions dans C de I’équation proposée est 8§ = {Tl }

3 Le second degré dans C

3.1 Transformation canonique

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes tels que a # 0. Pour tout nombre complexe z,

2 >, b c b\? b? c
az"+bz+c=alz°+—2z+— ) =a z4+— ] —— + =
a a 2a 4a2  a
B +£ 2_b2—4ac
“\FT 2 4q?
B L b 2oA
“H\FT 2 4a?

oll on a posé A =b? —4ac. A est le discriminant du trinéme z — az? + bz + c.

Nous voulons maintenant profiter du résultat de cette transformation canonique pour factoriser le trinéme z — az?+bz+c
en produit de polynomes de degré 1. Ceci sera rendu possible si on trouve un nombre complexe § tel que 2 = A. Si c’est
le cas, pour tout nombre complexe z, on pourra écrire

az? +bz+c=a z+£ 2— Ll ’ =a 7.—&—34-i z—&-i—i
N 2a 2a B 2a  2a 2a 2a) "
Le paragraphe suivant est consacré entre autres a I’équation 8% = A d’inconnue 3.

3.2 Racines carrées d’un nombre complexe

Commengons par donner une nouvelle condition nécessaire et suffisante d’égalité de deux nombres complexes.

Théoréme 16. Soient z et z’ deux nombres complexes.

Re(z) = Re(z’)
z=z'& < |zl =1z/|
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z"))

Dans le théoréme ci-dessus, I’égalité sgn (Im(z)) = sgn (Im(z’)) (signe de Im(z) égale signe de Im(z’)) signifie que Im(z)
et Im(z’) sont ou bien tous deux strictement positifs, ou bien tous deux strictement négatifs, ou bien tous deux nuls.

Re(z) = Re(z’)
DEMONSTRATION .  Soient z et z’ deux nombres complexes. Il est clair que si z =z’, alors { |z| = |z/| .
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z'))
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Re(z) = Re(z')
Réciproquement, supposons que { |z| = |z/| . Posons z = x+1iy et z’ =x’'+1iy’ ot x, x’, y et y’ sont quatre réels.
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z"))
Puisque Re(z) = Re(z'), on a x = x’. Puisque |z| = |2/], on a x* + y> = x’*> + y'? puis y* = y'? puis |yl = ly’|. Enfin, puisque
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z")), on en déduit dans tous les cas que y =y’ et donc que z = z'.
a

On dispose maintenant de l'outil pour pouvoir déterminer les racines carrées d’un nombre complexe quelconque, ce nombre
complexe étant fourni sous forme algébrique (et pas sous forme trigonométrique). Ce qui suit décrit la technique a mettre
en ceuvre pour trouver des racines carrées et est & connaitre.

On se donne Z un nombre complexe. On pose Z = a + ib ou a et b sont deux réels. On cherche les nombres complexes
z=x+1y, (x,y) € R?, tels que zZ = Z. D’aprés le théoréme précédent,

Re (z2) = Re(Z) x? —y? =a (I
=7 ]zzyz\Zl S x2+y?=vaZ2 +12 (1)
sgn (Im (ZZ)) =sgn (Im (Z)) sgn (2xy) = sgn (b)
X2 = % (m+ a) %((1) + (11)
&3 =1 (Va8 —a) J-m) )
sgn (xy) = sgn (b)

Maintenant, va? + b2 > va? = |a| et donc vVa? +b2 > aet va? +b2 > —apuis vaz+b?2—a>0et vaz +b2+a > 0.
On note de plus que Va2 +bZ2+£a=0& b =0. Par suite,

Xz:%(m—&-a) X
54
y? = (Va1 e? —a) Y

i\/%(m—&-a)

:t\/%(\/m—a)

11 reste a faire intervenir la condition sgn (xy) = sgn (b).

1
x ==+ E(\al—&-a)
ler cas. Si b =0 (cas ou Z est réel), (S) & 1 .
y== E(W—ﬂ)
xy =0

. X = */a — . . " . . _ N .
Sia>0,(S)& { y=0 va . Ainsi, un réel strictement positif a admet dans C deux racines carrées distinctes a savoir
Vaet —/a.

. x=0 - ) . P . PN . .
Sia<0,(S)& { y=+y=a - Ainsi, un réel strictement négatif a admet dans C deux racines carrées distinctes a savoir

iy/—a et —iy/—a.
Sia=0,(S) & x=y=0.0 admet dans C une racine carrée et une seule, a savoir 0.

1
X:i\/Z( a2+b2+a)
1
‘J—ﬂ:\/z( a2+b2—a)
1
deux a deux distincts (car si b # 0, = (\/ aZ+b?+ a) # 0 d’aprés une remarque faite plus haut). La condition sgn(xy) =

. . 2
sgn(b) élimine deux de ces quatre couples pour n’en conserver que deux, opposées I'une a l'autre.

admet quatre couples solutions

2éme cas. Si b # 0 (cas ou Z n’est pas réel), le systéme

On peut énoncer

‘ Théoréme 17. Tout nombre complexe non nul admet dans C deux racines carrées, opposées I'une a l'autre. ‘

‘ Exercice 7. Trouver les racines carrées de 8 — 61 dans C. ‘

Solution 7. Soit z € C. Posons z = x + iy ol x et y sont deux réels.
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1
2 _
Re (z%) =8 x2—y? =38 ¥ _2(]O+8)
2 =8—-6i&{ |22 =,/8+(-6) S5 X+Hyr=10 & 2—1(10—3)
sgn(Im (z%)) = sgn(—6) xy < 0 v =3
xy <0
x? =9
s yr=1 (xy) =03, ou(xy)=(-31)ez=3—1iouz=-3+1i.
xy <0

Les racines carrées de 8 — 61 sont 3 —1i et —3 +1i.

3.3 L’équation du second degré dans C

On utilise les résultats des deux paragraphes précédents pour résoudre 1’équation du second degré dans C. On se donne
trois nombres complexes a, b et ¢ ot a # 0. On considére I'équation

azZ +bz+c=0 (E),

d’inconnue le nombre complexe z. On pose A = b? —4ac puis on note & un nombre complexe tel que 52 = A (d’aprés le
paragraphe précédent, quelque soit A, § existe).

b\2 A
2 — _ _— —
az +bz+c—0(:>a<<z+2a) 4a2> 0
2 2
b )
<:><Z+Z) —<z> (car a #0)
= z%—i—i z+£+i =0& z—_b+6 z—_b_6 =0
2a 2a 2a  2a/) 2a 2a n
_ —b+s bbb

Gr= 2a M 2a

Théoréme 18. Soient (a,b,c) € C* x C x C puis (E) : az? +bz+c=0ouz € C. On pose A = b? — 4ac puis on
note & un nombre complexe tel que 8% = A.

L’équation (E) admet dans C deux solutions, distinctes ou confondues, a savoir

b+ ; —b—9
z1 = etzy; =
! 2a 2 2a
De plus, dans le cas ou A # 0, ces deux solutions sont distinctes et dans le cas ot A = 0, I’équation (E) admet une
b
seule solution dite double & savoir z; = g
a

Exercice 8. Résoudre dans C I’équation z2 — (4 +1)z+ 54 51 = 0.

Solution 8. Le discriminant du trinéme z2 — (4 +1)z + 5+ 5i est

A=(4+1)2—4(5+51)=16+81—1—20—20i =—5—12i.

A #£ 0 et donc I'équation (E) admet deux solutions distinctes dans C.
Déterminons les racines carrées de A dans C. Soient a et b deux réels puis 8 = a + ib.

a?—b2=-5 a?-b2=-5 a?=4
=A< a2+4b2=/(-52+(—122 & a?+b2=13 & v2=9
ab<0 ab <0 ab <0

Sd=2—31oud=-2+3i
Ainsi, le nombre § = 2 — 3i est un nombre complexe tel que 82 = A. L’équation (E) admet deux solutions distinctes a
(4+1)+(2—31) : (4+1)—(2-31)
> =3—ietz; = 5

savoir z1 = =142
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3.4 Factorisation d’un trindme du second degré

Avec les notations des paragraphes précédent, pour z € C, on peut écrire

b 2A O R A
2a 4a2 | 2a 2a

=a(z—z1)(z—2z2).

azZ+bz+c=a

Donc,

Théoréme 19. Soit (a,b,c) € C* x C x C. Pour tout nombre complexe z,

az’+bz+c=alz—z1)(z—2z2),

oll z1 et z, sont les deux solutions, distinctes ou confondues, de 'équation az? + bz +c = 0.

Par exemple, pour tout nombre complexe z, z>2 — (4 +1)z+54+5i = (z—3+1)(z—1—2i).

3.5 Le discriminant réduit

Avec les notations des paragraphes précédents, si A = b? —4c et & est un nombre complexe tel que % = A, alors les deux
+90

solutions de I'équation az? +bz+c =0 sont z; = — et zy = — . De plus, ces deux solutions sont confondues si

et seulement si A = 0.

On suppose alors que b est le double d’un nombre b’, « plus simple que b ». C’est le cas des trinémes z> — 4z + 3 ou
22— (4+20)z+1—1ouz?>—2vV2z+ 2+ 3iouz2 —2zcos0 + 1 mais pas de z2 —3z+2 ou z2 — (1 +1)z+ 1 + 2i.

Puisque b = 2b’, on a A = b? —4ac = 4b’?> —4ac =4 (b’2 — ac). On pose alors A’ =b’?> — ac. A’ est le discriminant
réduit du trindme az? + bz +c et on a A =4A’. ,

) ) A
On pose encore &' = 7 de sorte que 5 =28’. On a 5’2 = 11" A’ et donc &’ est une racine carrée de A’ dans C.

Les solutions de 1’équation az? + bz + ¢ = 0 s’écrivent alors

b5 26 £25 b+
2a 2a a a

On peut énoncer

Théoréme 20. Soient (a,b,c) € C* x C x C puis (E) : azZ +bz+c=00t1z€ C. On pose b=2b’, A’ =b’2 —ac
puis on note &’ un nombre complexe tel que 5’2 = A’.

L’équation (E) admet dans C deux solutions, distinctes ou confondues, a savoir
b’ +98’ b’ =98’
=———%&€ =—\

Z1 t z) =

De plus, dans le cas ot A’ # 0, ces deux solutions sont distinctes et dans le cas ou A’ = 0, I’équation (E) admet une

b b’
seule solution dite double & savoir z; = S iR
a a

Par exemple, considérons le trinéme z? —2zcos 0+ 1 ot 8 est un nombre réel donné. Le discriminant réduit de ce trindme
est

A = (—cos0)?—1x1=cos’0—1=—sin’0 = (isin0)>.
On peut prendre 8’ = isin 0. L’équation z2 —2zcos0+1 = 0 admet dans C deux solutions & savoir z; = cos@+1isin0 = et®
et zy = cos® —isin® = e~ ®. De plus, ces deux solutions sont confondues si et seulement si sin® = 0 ce qui équivaut a

0 € Z.

3.6 Somme et produit des racines

Dans ce qui suit, on donne les relations existant entre les coefficients et les racines d’un trindome du second degré. Le
théoréme 20 est un cas particulier d’'un théoréme plus général donnant les relations entre coefficients et racines d’un
polynoéme de degré n, théoréme énoncé dans le chapitre « Polynémes ».
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Théoréme 21. Soit (a,b,c) € C* x C x C. Soient z7 et z; les deux solutions, distinctes ou confondues, de I’équation
az’ +bz+c =0. Alors

b c
Z1+zp=——¢etz1 X2 = —.
a a

~b+85 —b-—
2a ¢ 2a

DEMONSTRATION . Les solutions z; et z; de I’équation az’® + bz + ¢ sont

~b+5, -b-5 2b b

2a 2¢ 24 a

zZ1+2z2 =

et

“b+d  —b-5 (b2 -¢ b —A  b’—(b’—4ac) dac

2a 2a 4a? - 4a? 4a?  4a?2

alo

Z1 X Zp =

Exercice 9. On note z; et z; les solutions dans C de I’équation z2 — (1 —1)z+2+3i = 0.

1 1
Calculer — + — et z% + z%.
Z1 z2

Solution 9. On a z; +z; =1 —1et z1z3 =2+ 3i (en particulier, z; # 0 et z; # 0). Donc,

1 1 zi4+z  1—-i  (1-1)Q2-31) —1-5

z1 z1zo 2431 (2+31)(2-31) 13

et

22423 =(z1422)" =221z = (1 —1)> = 2(2 + 3i) = —4 — 8i.

= Commentaire. Il serait bien sir trés maladroit de chercher explicitement z1 et z;.

3.7 Le cas particulier de I’équation a coefficients réels

On rappelle maintenant le cas ol a, b et ¢ sont trois réels tels que a # 0. Dans ce cas particulier,

—b+VA

e si A > 0, Péquation az? + bz + ¢ = 0 admet dans C deux solutions réelles distinctes a savoir z; = 5
a

—b—VA
2a b

e si A =0, Péquation az? + bz + ¢ = 0 admet dans C une solution réelle double & savoir z; = a
a

e si A < 0, Péquation az? + bz + ¢ = 0 admet dans C deux solutions non réelles conjuguées a savoir z; =
—b—

et z, =

—b+06
2a

5
oil & est un imaginaire pur tel que 6% = A (par exemple 5 = iy/—A).

et z, =

4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

A partir de maintenant, le plan est orienté dans le sens trigonométrique et muni d’un repére orthonormé direct (O, ﬂ}, v
Notons que le plan muni d’un repére orthonormé direct est parfois appelé le « plan complexe ».

4.1 Nombres complexes de module 1. La notation e

L’ensemble des nombres complexes de module 1 se note U (initiale de unité). Donc,

U={zeC/ |z =1%L
On a le résultat fondamental suivant :

Théoréme 22. Soit z € C.

|zl =1& 30 € R/ z = cos(0) + isin(0).
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DEMONSTRATION . Soit z un nombre complexe de module 1. Le point M d’affixe z est sur le cercle trigonométrique. Donc, si 0 est

une mesure de l'angle (ﬂ), (ﬂ), alors M a pour coordonnées (cos(0),sin(0)). Pour ce réel 0, on a effectivement z = cos(0) +1isin(0).

Réciproquement, soient 8 un réel puis z = e'°. Alors, |z| = \/cos2(0) + sin?(8) = 1.
]

En préjugeant du comportement algébrique de Iexpression cos(0) + isin(0), on décide de la définition suivante

DEFINITION 5. Pour tout réel 0,

cos(0) + isin(0) = e'®.

Donc, U = {eie, 0 e R}. Si z = e, le réel 0 s’interpréte géométriquement. Notons M le point d’affixe z. Le point M
a pour coordonnées (cos0,sin0). Le point M est sur le cercle trigonométrique et le nombre 0 est une mesure de I'angle

orienté (E), m) .

M (eie)

el

Commencons par donner quelques valeurs usuelles de la fonction 0 +— et®.

i 1T . i .
=1 2 =1 7 =1 e 7 =i

et la merveilleuse formule due & EULER

La fonction 0 — e'® obéit aux régles de calcul suivantes :

Théoréme 23.

1) V(6,0') € R?, et x 10" = ¢i(0+0)

i ] 1 A
2) Vo e R7 ele 7&0 et eﬁ _ e—LQ _ ele-
i0

— oi(0-0")

e
3) V(6,0') € R?,

4) VO € R, Vn € Z, (¢'®)" = e™® (formule de MOIVRE).
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DEMONSTRATION .

1) Soit (8,0’) € R%.

et x el = (cos(0) + 1sin(0)) (cos(@') +isin(9'))
= (COS(G) cos(0’) — sin(0) sin(@')) +1 (sin(@) cos(8') + cos(8) sin(@'))

=cos(0+0') +isin(0+0') = et(0+0")
2) Soit 6 € R. !ew| =1 et en particulier, e*® # 0. Ensuite,
el o o 10 _ oi(8-0) _ 0 _q
] i . i i Ty vy ] 3
et donc — = e '°. Ensuite, ’e‘e{ =]1=¢e"®xe% =1etdonce® =— =e 0
elb eid
. / P i0 1 i0 —ie’ i(e—8’)
3) Soit (0,0') ER”. — =e" X — =e" xe T =e¢ .
eLG eLG

4) La formule de MOIVRE se montre immédiatement par récurrence pour n € N puis si n < 0, on a

(eie)“: 1 _ 1 — ein®
(eie)fn e*ine

a

Un moment important du théoréme précédent est que l'inverse d’un nombre complexe de module 1 est son conjugué

] e .
(e.? = e19). Ceci peut s’obtenir directement sans connaitre la notation e'® :
_ 1 _
lzZl=T=zxz=1= — =7Z.
eib

Par exemple
1 .
— =1
1

4.2 Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul. Arguments d’un nombre com-
plexe non nul

. z
Soit z un nombre complexe non nul. Le nombre — est un nombre complexe de module 1 car

|z|

z =—|z| = 1.

|z|

. . . . z ; . . . i N .
On en déduit qu’il existe un réel 0 tel que — = e'®. Par suite, si on pose T = |z|, on obtient z = re!® ot T est un réel

lzl

strictement positif et 0 est un réel. De nouveau les réels r et 0 s’interprétent géométriquement. On note M le point d’affixe
. z .

z =71e'® et M le point d’affixe = = e®.

4
Le réel r est le module de z ou encore la distance OM. Ensuite, 1’égalité z = ret® s’écrit encore OM = rOM; oil T est un
—
réel strictement positif. On en déduit que (ﬂ}, Om) = (ﬂ}, OM1) et donc 0 est une mesure de l'angle (ﬁ), OIW)

z = ret®

@

Vi
z __ ,if
7|—e

v 0
H —~
_\ U
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Le réel 0 n’est pas uniquement défini par z car par exemple, si z = ret®

réel, alors

ou T est un réel strictement positif et 0 est un

0+2m) _ .,i0 2im 10

retl re'® x eV =re

et le réel 0/ = 0 + 271 est un autre réel tel que z = re'®’
z = 1e'® est unique.

. On va voir que néanmoins, d'un certain point de vue, ’écriture

Théoréme 24. Soient 1 et 1’ deux réels strictement positifs et 0 et 0’ deux réels.

rel® =17e® or=r'ete® =e® ©r=1"et Ik cZ/ 0 =0+ 2kn.

DEMONSTRATION .  Soient 1 et 1’/ deux réels strictement positifs et 0 et 0’ deux réels.

. en/ . an/ : 0/
Sire!® =v'e!® | alors |rele| = |r'e*® ’ puis 1 =1’ (car r > 0 et v’ > 0). Puisque T # 0, on en déduit que e'® = e'® .

: :n’ : i/
Réciproquement, si v =1’ et e'® = ¢'®", alors re'® =1'e'® . Ensuite,

i0 i’
el 1

=e" & cos(0) +isin(0) = cos(0') +isin(0’) & cos(0) = cos(0’) et sin(0) =sin(0’) & Ik € Z/ 0’ = 0 + 2km.

On peut maintenant donner la « définition » suivante.

DEFINITION 6. Soit z un nombre complexe non nul. On note M le point d’affixe z. L’écriture

z =re'® =1(cos(0) + isin(0)) avec (r,0) €]0, +o0o[xR,

s'appelle la forme trigonométrique de z. Cette écriture est unique c’est-a-dire que t et €' (mais pas 0) sont
uniquement définis par z.

T est le module de z ou encore la distance OM.

0 est une mesure de I’angle (ﬁ, O)Vi) et s’appelle un argument de z. On note arg(z) tout argument de z.

= Commentaire. Pour tout réel 0, on a 0 =0 x e*®. Le nombre complexe 0 peut donc lui aussi « s’écrire ve*® » mais en aucun
cas, on ne parle de la forme trigonométrique de O car le nombre compleze €®, de module 1, n'est pas uniquement défini. Le réel ©
ne s’interpréte plus comme une mesure d’angle. Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument.

Les calculs précédents fournissent la démarche pour trouver la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul : on
met le module en facteur de sorte que z s’écrit z = r(x + if) avec r > 0 et « et P réels tels que a? + % = 1 puis on
cherche un réel 0 tel que cos® = « et sin® = f3.

Trouvons par exemple la forme trigonométrique de —v/3 +1 :

. \/§ ] 57t .. 57t 5im
—\/§+1—2<—7+51 —2((:05(?)—1—15111(?)) =2e’e .

De maniére générale, si z = a + ib = re*® avec (a,b) € R\ {(0,0)} et (r,0) €]0, +00[xR, alors

> b b
T:|Z‘: a2+bzet COS(@):ﬁ:%et Sln(e):\/ﬁ:?.

Exercice 10. Soit 8 € R. Trouver la forme trigonométrique de zg = 1+ €.

Solution 10.

lére solution (maladroite). Calculons le module de zg :

zo? = |1 + cos(0) +isin(0)]? = (1 + cos(0))* + sin? 0 = 2 + 2 cos(0) :41+C708(9) = 4 cos? <g> .

2
0
cos <§) ‘ Ensuite,

0 0 0 0\
. B 2 (Y v vy _ N
zg = 1+ cos(0) + 1sin(0) = 2cos (2)—}—215111 (2)cos<2> 2c05<2>e .
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0 0
ler cas. Si 0 € (w+ 2nZ), alors 5 € (g +7IZ) puis cos (E) = 0. Dans ce cas, zg = 0 et zg n’admet pas de forme

trigonométrique.

2éme cas. 5i 0 € U ]—7t + 4k, 7T + 4k, alors - €

S
—g + 2k, = + Zkﬂ[ puis 2 cos (2) > 0. Dans ce cas, la forme
kez

i

0
trigonométrique de zg est 2 cos <z> 2 (|zg| = 2cos <

NICDN

3éme cas. Si 0 € U 7t + 4k, 37 4 4k, alors — €
KeZ kez

0 0\ .
zg = 2cos <2> e? = _2cos <2> ei(§+7)

0\ ; 0 0
La forme trigonométrique de zg est —2 cos <§) et(§+7) (lzg| = —2 cos <z> et arg (zp) = 5 + 7t [27]).

> et arg (zg) 2 [271)).
T
|5+ 2en

- + Zkﬂ[ puis 2 cos (%) < 0. Dans ce cas,

N|<,J

. . . . 0 .
2éme solution (la meilleure). zg = 1+ ¢'® = el? (61% + eﬂ%) = 2cos <z> e'Z. La discussion est alors la méme que

précédemment.

Les différentes formules concernant e'® fournissent immédiatement :

Théoréme 25.

1) V(z,2') € (C*)?, arg(z x z') = arg(z) + arg(z’) [27.

N | arg(z) 2n] siA >0
2) V(A z) € R* x C, arg(Az) = { arg(z) + 2] siA <0

3) Vz € C*, arg(z) = arg (%) = —arg(z) [27).

4) Vz € C*, arg(—z) = arg(z) + 7 [27].

5) V(z,z') € ((C*)z, arg (5) = arg(z) —arg(z’) [27.
6) Vz € C*, Vn € Z, arg (z") = n arg(z) [27].

4.3 Application a la trigonométrie

L’outil fondamental de la trigonométrie est exponentielle. On a établit que e'(at?) = et x elP 3 partir des formules

d’addition cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a +b) = sinacosb + cosasinb. On peut dorénavant tout penser
dans I’autre sens et se dire que la formule e*(@+?) = el® x el® permet de retrouver les formules d’addition. Signalons qu’en
maths spé, on définit de maniére générale ’exponentielle d’un nombre complexe indépendamment de toute référence a la
trigonométrie :

+o0o

vz € C, eZ:Z%,

n=0

et en particulier,

+oo .

0 (i0)™

VO € R, e = E Yt
n=0

On démontre a partir de cette définition 'égalité fondamentale : V(z,z') € C2, e* x e* = e*+2' . Avec cette définition de
I'exponentielle, on pourra entiérement reconstruire la trigonométrie & partir de 'exponentielle et pas l'inverse.

4.3.1 Les formules A’EULER

Nous donnons maintenant les formules exprimant cos 0, sin @ et tan© en fonction de e'®. Ces formules sont connues sous
le nom de formules d’Euler.
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Théoréme 26.

1) V0 € R,

cosf =

I _ 1, 0
(ele +e 19) et sinf = 7 (ele —e le)

NI —

et donc aussi

9 +e 9 =2cos0 et e —e® =2isino.

2) V8 € R\ (§+nz),

el _ 10 e210 _q 1_ ¢—2i6
tan® = —— — = - - = - —.
i(et94+e710) i(e204+1) {(1+4e210)
DEMONSTRATION .
1) Soit 8 € R.
_ w0 T /0, =\ 1 /.0 —i0
cose—Re<e )_z(e +e )_Z(e +e )
et

sin® = Im (eie) = % (eie _eTG) _ % (eie _ efiﬂ) )

Les formules pour tangente sont immédiates.
a

. . .. . . 1 1 1 1 ’
A titre de premier exemple d’utilisation des formules ’EULER, transformons les expressions 14 ¢, 1 —¢'% et 19 4-¢19".

el? (e_i% + ei%) = 2 cos (%) etz

N|o

—_—
_|_
o
-
fer)
I

puis

et

i0 i0’ ie+e’ iefe’ 71979’ 0 —-9/ ie+e’
e’ e’ =e2 eZ+e2:2coszeZ.

Dans les trois cas, nous avons mis en facteur I’exponentielle de « ’exposant milieu ». Dans les deux premiers cas, le milieu

0 . {0 : . .
de 0 et 0 est 5 et nous avons mis en facteur e'2 et dans le dernier cas, le milieu de 0 et 0’ est et nous avons mis

040’
en facteur e'” 2

4.3.2 Polyndémes de TCHEBYCHEV
Dans ce paragraphe, nous cherchons a donner une expression de cos(n) et sin(nf) en fonction de cos6 et sin 0.

Soient 0 un réel et n un entier naturel.
cos(n) = Re (e™?) =Re ((ew)n) =Re((cos0 +isin0)")

= Re <i (E) (cos 6)“_k (isin 6)k>

k=0
n n—2k /. . 2k n n—(2k+1) (. . 2k+1
=Re <2k> (cos0) (isin®)°* + <2k+1> (cos0) (isin0)
osksE ok 5!
=Re (=¥ " cos™ 2k 9sin?* 0 + 1 Z (=¥ " cos™ (2K g gin?k+1 g
2k 2k 41 ’
oSk S o<k 5t

et donc
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De méme,

n
_ (_])k< ) COSn7(2k+” 9s1n2k+] 0
n—1

2k + 1
o<k iy
. k n —(2Kk+1 20\%
=sin® (-1 (2k+])cos“ (2109 (1 — cos? 0)
o<k<n271
1 —1
(danslapremiéresomme,O<2k<n(:)0<k<%etdansladeuxiéme70<2k+1<n(:>—z<k<nT(:)O<k<

nT—1) On a montré que
V(n,0) € N x R,
cos(n@) = Z (—1)k<n) cos" 2k 9 (1 — cos? 6)k
2k
og<kg
et

sin(n@) = sin Z (—)k <2kT—1}— 1) cos™ (2k+1) g (1— cos? 6)k.

nggﬂTﬂ

Ainsi, si pour tout n € N et tout x € R, on pose

T = Y (—1)k(21>x“2k(1—x2)ketun(x)_ Y (—1)‘<<2k"+])x"(2“*”(1—X2)k,

ogkg%

alors

V(n,0) € N x R, cos(nf) = T,,(cos0) et sin(nd) =sin0 x U, (cos0).

Pour n € N, T, (resp. U,) est un polyndéme appelé n-éme polynéome de TCHEBYCHEV de premiére espéce (resp.
deuxiéme espéce). Ces polyndmes seront étudiés plus en détail dans le chapitre « Polynomes ». Donnons déja les premiéres
valeurs de T, et U,,.

e Pour tout réel x, To(x) = x? — (1 —x?) = 2x?> — 1 ce qui correspond & : VO € R, cos(20) = 2cos? 0 — 1.

Pour tout réel x, U (x) = 2x ce qui correspond a : VO € R, sin(20) = 2sin 0 cos 0.

e Pour tout réel x, T3(x) = x> — 3x(1 —x?) = 4x3 — 3x ce qui correspond & : VO € R, cos(30) =4 cos> 0 — 3 cos 0.

Pour tout réel x, Usz(x) = 3x?> — (1 —x?) = 4x> — 1 ce qui correspond a : VO € R, sin(30) = sin0 (4(:0529— 1) =
3sin® —4sin’ 0.

e Pour tout réel x, T4(x) = x* — 6x2(1 —x?) + (1 — x?)? = 8* — 8x? + 1 ce qui correspond & : VO € R, cos(40) =
8cos* 0 —8cos? O+ 1.

Pour tout réel x, Uy (x) = 4x3 (1 — XZ)—4X (1 — xz) = 8x3—4x ce qui correspond 4 : V@ € R, sin(40) = sin 0 (8 cos® 0 — 4 cos 9).

En résumé, pour tout réel x,
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4.3.3 Linéarisation de polynémes trigonométriques
Les formules e'® x e1®" = (048] ¢f (eie)Tl transforment les produits en somme. Ce sont des formules de linéarisation.

1, . 1, .
En tenant compte des formules d’EULER, cos® = 3 (ele + e_e) et sin@ = 7 (e‘e — e_e), on a maintenant tous les

outils pour linéariser tout polynome trigonométrique c’est-a-dire transformer tout produit de cos et/ou de sin en somme.
Ci-dessous, on donne quelques exemples de linéarisation.

Exemple 1. Linéarisons cos> 0 sin® 0. Pour tout réel 0,

1 3 1 2
3 in2 i0 —i0 i0 —i0
cos” 0sin“ 0 = (— (e +e )) (—;l (e —e ))

— _3_2 (e319 +3e19 +3e—19 + e—319) (eZLQ —24+ 6—219)
— _3]_2 (6519 + 6319 _ Zeie _ ze—ie + 6—319 + e—SiO)

= —;—2 (2cos(50) + 2cos(30) — 4 cos(0)) = 1]_6 (—cos(50) — cos(360) + 2cos(0)) .

Exemple 2. Linéarisons cos> 0 sin® 0. Pour tout réel 0,

. T o) (T Loy )
cos® 0sin® 0 = (E (ee+e 9)) (Z (ee—e 9))
_ _L 0 —10) (410 _ _—i8\\3 _ _L 2i0 _ _—2i9\3
- 641 ((e +e ) (e € )) - 641 (e € )
_% (e6i9 _3¢210 | 30210 _ efeie)
1 . 1 .
=~ (2isin(60) — 61sin(20)) = 3] (—sin(60) + 3sin(20)) .

Exemple 3. Linéarisons cos? 0 sin* 0. Pour tout réel 0,

204 l 10 —i0 ? l i0 _ —io !
cos” 0 sin 9—<2(e +e ) Zi(e e )
_ (ezie 124 efzie) (6416 4210 4 g _4e210 4 67419)

(6619 o 26419 o eZLQ 44— e—219 o 26419 + e—619)

SNER RN

(2cos(60) — 4 cos(40) — 2 cos(20)+4) = 3]—2 (cos(60) — 2 cos(40) — cos(20)+2) .

Dans les trois exemples précédents, nous avons transformés des produits de fonctions trigonométriques en sommes de
fonctions trigonométriques. Cette transformation servira par exemple plus tard dans ’année & calculer des intégrales. Par
exemple,

JZ cos? xsin? x dx = ;—ZJZ (cos(60) — 2 cos(40) — cos(20) + 2) dx
0 0
1 ([sin(60) _sin(40) sin(20)]7% n
% G 6 T4 7 ], T3
1 s

4.4 Applications a la géométrie

4.4.1 Cercles et disques

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O, ﬂ}, 7) Soient QO un point du plan d’affixe w et R un réel positif

ou nul.
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En identifiant un point et son affixe, on note C(w, R) (resp. D¢(w, R), Do(w, R)) le cercle (resp. le disque fermé, le disque
ouvert) de centre w et de rayon R. On a immédiatement

Clw,R) ={ze C/ [z— w[= R}
et

D¢(w,R) ={z € C/ |z —w| <R},
et

Do(w,R)={ze C/ |z— w| < R}

A T’aide de la forme trigonométrique d’'un nombre complexe, on peut donner chacun de ces trois ensembles en extension.
Par exemple, pour z€ C, z€ C(w,R) & I0 e R/ z—w =Re® & 30 € R/ z = w + Ret®. Ainsi,

C(w,R) ={w+ Re'®, 6 € R},
et

Df(w) R) = {(U + reie) (T) e) € [O) R] x R})
et

Do(w,R) ={w+1e'®, (r,0) € [0,R[xR}.

d—c

4.4.2 Interprétation géométrique d’un argument de

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1—1}, 7) On sait déja que pour tout point M distinct de O,
(?,OM) =arg (zm) [27.

W —
Plus généralement, si A et B sont deux points distincts d’affixes respectives a et b et si M est le point tel que OM = AB,
alors zm = b — a puis

(ﬂ),A—B)) = (ﬂ),m) = arg (zm) = arg(b — a) [27].
Soient alors A, B, C et D quatre points tels que A # B et C # D, d’aprés la relation de CHASLES

(78,3B) = (A8,%) + (%,0B) = (7,05 - (78, %)

=arg(d —c) —arg(b —a) [27]
=arg (S:i) 27].

Théoréme 27. Soient A, B, C et D quatre points tels que A # B et C # D.

(A?,C—Iﬁ) = arg <§_C) [27t].

On a montré que :

. ) ) d—
= Commentaire. On notera que les lettres A, B, C et D apparaissent dans l’ordre inverse d, c, b et a dans arg <b C).
—a

En particulier, si A, B et C sont trois points tels que A # B et A # C, alors

(RBAC) —arg (=2 ) t2m.

A partir de cette formule, on peut obtenir une caractérisation de I’alignement des trois points A, B et C ou de 'orthogonalité
des droites (AB) et (AC).
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A, B et C alignés & (A‘B),A‘()f) =0[n] & arg (l(;:?l) =0 [

c—a
€ R*.
b—a

&

De méme,

(AB)L(AC) & (AB,AC) = T [ & arg (;‘ “) -

c—a
b—a

& c R*.

On a montré que

Théoréme 28. Soient A, B et C sont trois points tels que A # B et A # C.

c—a
€ R*.

A, B et C sont alignés si et seulement si &
—a

c—a
Les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires si et seulement si & € iR*.
a

z+ 141
z—1-21
Déterminer et construire 'ensemble des points M d’affixe z tels que

1) Z est réel.

Exercice 11. Pour z # 1 4 21, on pose Z =

2) Z est imaginaire pur.

Solution 11. Le plan est rapporté a un repére orthonormeé direct (O, E}, 7) On note A et B les points d’affixes respectives

—1—1iet1+2i

1lére solution. On pose z = x + 1y, (x,y) € R?, et on note M I"image ponctuelle de z. Pour z # 1+ 2i,

CoxFly+T+i . x+EDFiy+1D) (kD) +Fily+1))((x—1) —ily —2))

Cox+iy—1-21 x—1+ily—-2) (x—=D+iy—2))((x—1)—i(y—2))

DD+ Y+ Ny =2 +i=x+DY=2)+ Y+ D -1))
(x—=1)2+(y—2)?

Cx*+yt—y—34iBx—2y+1)

B (x=1)2+(y—2)?

Par suite,

x—2y+1
(x=1)2+(y—2)
S 3x—2y +1et (x,y) #(1,2).

LeR&

5 =0

L’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel est la droite d’équation 3x — 2y + 1 = 0 privée du point B. On
note que 3xa —2ya +1 =—-3+2+1 =0 et donc que le point A appartient & cette droite (ou encore si z = za, alors
Z =0 € R). Finalement, I’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel est la droite (AB) privée du point B.

De méme,

) x?+y*—y-3
ZeﬂR(:)(X_UZ_Hy_Z)Z—O
SxP+y?—y—3=0et(x,y) #(1,2)
N 13
<:>X2+<y_z> :Iet(xay)?&(]az)-
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2
1 1
L’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire est le cercle d’équation x? + <y — z) =7 privé du

V13
5 et de rayon 5 On note que que le point A appartient a ce cercle. Plus

précisément, Q est le milieu du segment [AB] et donc, I'ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur
est le cercle de diamétre [AB] privé du point B.

point B ou encore le cercle de centre Q (0

2éme solution. Soit z € C\ {1 + 2i}. On note M le point d’affixe z. On a donc M # B puis

ZeR& z=12zp0u <z;£zA etarg<z_ZA) _O[ﬂ])

——
& M=Aou (M#Aet (W,W) :0[71])

& A, B et M alignés
& M € (AB) \{B}.

et

ZeiR & z=12z7 ou (Z#ZAetarg(z_zA) zg[n])
— B

S M=Aou (M#Aet (m,m)zg[n])

& M appartient au cercle de diamétre [AB] privé du point B.

/
A

|/

.

N+

5 Racines n-émes d’un nombre complexe

5.1 Racines n-éme de ’unité

Soit n € N*. Les racines n-émes de 'unité dans C sont les nombres complexes z tels que z™ = 1. On note U, '’ensemble
des racines n-émes de 'unité. Donc,

U, ={zeC/z" =1}.

On détermine maintenant ces nombres. Le cas n = 1 étant immédiat, on suppose dorénavant n > 2. Déja, pour z € C,

"=1=z"=1=zZ"=1=zl=1.
Donc U,, € U. Soit alors 6 € R.

. . 2%
()" =1&e™ =16 Iez/n0=2kn e FKez/0= ",

On a montré que
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un::{ezﬁ”,kezz}.

Un nouveau probléme se pose : ces nombres ne sont pas deux & deux distincts. On détermine maintenant combien de
racines n-émes deux a deux distinctes posséde le nombre 1 dans C ou encore on détermine le cardinal de U,,.

Nous avons besoin d’un peu d’arithmétique pour résoudre ce probléme. Nous donnons sans démonstration un résultat
que connaissent les éléves qui ont suivi la spécialité maths en terminale et que ne connaissent pas les autres : (division
euclidienne d’un entier relatif par un entier naturel non nul) si a est un entier relatif et b un entier naturel non nul, il
existe un couple d’entiers relatifs (q,r) et un seul tel que a =bg+ret0<r<n—1.

Soit k un entier relatif. La division euclidienne de k par n s’écrit k =qn+rotu q € Z et v € [0,n — 1]. On a alors

eZir]:ﬂ _ eZi(q7:1+")7T _ eZiTITc+2i_q7.[ _ eZir:n

Ceci montge que le nombre complexe 1 admet dans C au plus n racines n-émes deux a distinctes & savoir les nombres de
ik

la forme e™», k € [O,n —1].

Vérifions maintenant que ces nombres sont deux & deux distincts. Soit (k,1) € [0,n — 1]% tel que k < 1. Alors, 1 <

2(l—Kk)m 2n 2(n—1)m L(l—k)n ik iln
l—k <n—1 puis 20— kjm € [—,Q} J0, 27| et donc e # 1. On en déduit que e n" # e n (car
n n
2ik7 2il7m 2i(l—k)m . 2ik7 N . .
en =e n &e n =1). Ceci montre que les n nombres e n , k € [0, — 1], sont deux a deux distincts.

Signalons enfin que pour (k,1) € Z?2,

ik il7 2], Zk
e*nE = e ®3q6Z/7?:—53+MW@qu%H:k+qn©kzth

On peut énoncer :

Théoréme 29. Soit n € N*.
.unz{ﬁﬁﬂkez}
2ikm

e Le nombre 1 admet dans C exactement n racines n-émes deux a deux distinctes, les nombres de la forme e ™
2ikm

k € [0,n — 1] et donc on a aussi U, = {e no, ke [[O,n—1]]}.

2ik7 2i

e V(K1) € Z2, e = e v & k=1[nl.

Les images des racines n-émes de I'unité dans le plan forment (pour n > 3) un polygone régulier convexe AgA1A; ... Ay

a n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1 c’est-a-dire que AgA1 = A1A2 = ... = An 2An_1 = An_1Ao
et AgA1A2 = A1A2A3 =... = AL_1A0A 1 et que tous les angles sont saillants et pas rentrants.
A
4ir
e n
2im
e n
1 -
2i(n—1)7m

La longueur d’un coté est

2i(k+1)m 2ikm
n n

(2k+1)im im _im . Tt
=|e~ =~ en —e )| =2sin{—].
n

En ce qui concerne les angles aux sommets, puisque le triangle OA Ay 1 est isocéle en O (voir figure page suivante),

— — — 27 n—2)m
ArAx 1A 2 = 2AA 110 =T — A OA 1 =T — = %
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Signalons enfin Une propriété importante des racines n-émes de ['unité :

‘ Théoréme 30. Pour n > 2, la somme des racines n-émes de 'unité est nulle.

2ik7m

DEMONSTRATION . Soit n > 2. Les racines n-émes deux a deux distinctes de 1 dans C sont les nombres de la forme e n |
2im
k€ [0,n—1]. Posons w=¢e"n .Onaw=#1 (car n >2) et w™ = 1. Donc,

1 -1

Zikﬂin K 1—w™ 1-1
e _kZ:Ow_1fw_]fw_0'

3

~
I

0

On détaille maintenant les cas n € {2, 3,4, 5, 6}.

e L’équation zZ2 = 1 admet pour ensemble de solutions {—1,1}. Donc, U, = {1,—1}. La somme de ces solutions est

effectivement nulle.

A
1 \l
e On pose j = e*¥. On a alors Us = {1,]’,)’2}.
. 2im A
] = e 3 <
1
21
2
]'2
Le nombre j vérifie
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el +j+j2=0ectdonc1+j=—52,1+j>=—jetj+j?2=—1

eVn e Z, j3n — ], )'3n+1 :j et j3n+2 — j2'

1 1
Les solutions de 'équation z% +z+ 1 =0 sont —= + iﬁ =jet —= + i?

T2 , o f fqats ,
3 3 3 =j =j*. On a donc la factorisation valable

pour tout z € C :

2-1=z-N2Z+z+1)=0z-1)(z—j) (z—7?).

e Immédiatement, Uy = {e 2, k € [0, 3ﬂ} = {1,i,—1,—1}. Ce résultat peut aussi s’obtenir directement & partir de la

factorisation valable pour tout z dans C :

Z—1=Z-1)(Z+1)=z-Dz+Dz—1(z+1).

|
>
\ i

IS
El

N

y—

27 47
On se propose de déterminer les valeurs explicites des cos (?) et cos (;) puis de fournir une construction a la régle

et au compas du pentagone régulier.

—
— = w?.
w

2i7m

On pose w =e’5 4=

puis a = w + w* et b= w? + w3. Puisque w®> =1, on a w %:wet de méme w3 =
Donc, a = w + @ = 2Re(w) = 2 cos (2;) et de méme b = 2 cos <4g>

Ensuite,

atb=w+w? +w’+w!=-1

(car T+ w + w? + w3 + w* =0) et
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ab=(w+w?) (W +w’) =+ +0+0’ =+t +w+w? =1

1+ V5 _\/5} Enfin,

On en déduit que a et b sont les deux solutions de I’équation z? +z—1 = 0. Donc, {a, b} = { > , 5

“1+V5 —1—-5

27 T L. .
?6 [O,E[et donc a > 0. On en déduit que a = 5 queb—fpms que

e\ V51 (A VBT

cos| ) =—F—etcos| - |= R

Ces résultats permettent de fournir une construction du pentagone régulier a la régle et au compas. On part d’un cercle
et on fixe 'unité de longueur égale & son rayon. On munit le plan d’un repére orthonormé adapté et on place le point de
coordonnées (1,0) qui est 'un des cing sommet du pentagone & construire :

-
N

1 1\°
On place le point A de coordonnées (—z, O) et le point B de coordonnées (0, 1). La distance AB est égale a <_§) +12
V5 V5
2

5 1
ou encore - On rabat cette distance au compas pour obtenir les nombres —= + — et

3 5 3 sur l'axe des abscisses.

On note I et | les points obtenus :

//’—_‘\\
7
Ve
’
/
/
I ﬁ
. A .
1 0
5-—-1 5+1
Les médiatrices des segments [OI] et [OJ] on,t pour équations respectives x = \/_4 et x = —\/_4+ ou encore

27 47t T
X = coS 3 et x = cos = ) Ces deux médiatrices coupent donc le cercle en les quatre autres sommets du pentagone

& construire.
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On efface les traits de construction et on trace le pentagone. Si on trace les diagonales du pentagone et que 'on efface les
cotés, on obtient I’étoile & 5 branches dans laquelle on voit apparaitre un pentagone régulier ...

e Les racines 6-émes de I'unité sont deux a deux opposées car Vz € C, (—z)® —1 =0 & z° —1 = 0. D’autre part, Uz C Ug
car Vz € C, z> =1 = z° = 1. Ug contient donc 1, j et j? et les opposés de ces nombres. Tous ces nombres étant deux a
deux distincts (ce qui est géométriquement clair), on a donc Ug = {1,—]’2,)', —1,j2, —j}.

j A —j2 =e'5

y—

5.2 Racines n-émes d’un nombre complexe

Soit n € N*. Il est clair que I’équation z™ = 0 admet une solution et une seule & savoir z = 0 ou encore le nombre 0 admet
exactement une racine n-éme a savoir 0.

On se donne dorénavant un nombre complexe non nul A et on cherche a résoudre I’équation
z" =A (E).
On pose A = Re'® ot R €]0, +oo[ et 8 € R.

N . . ie ; .
1ére résolution. Le nombre complexe a = ¥/Re™ est un nombre complexe non nul tel que a™ = Re'® = A. Par suite,
pour z € C,

n
z“:A(:z“:a“(:)(i) =1
a
2ik7T
e

<:>3kGZ/§: "o TdkeZ/z= VRen xe
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2ére résolution. On pose z = re!* ot v €]0, +o0ol et & € R.

=A™ =Re® & " =Ret Ik € Z/ na = 0 + 2km

0 2k (o 2em
Sr= Q/ﬁetﬂkeZ/cx:H—kTﬂ@EkeZ/z: YReHR+EE),

(8 2k
Ainsi, les racines n-émes de A sont les nombres de la forme {‘/ﬁel(v_ﬂLT)
o/ if 04 2km . . . R
les nombres \/Eel( n ), k € [0,n — 1], sont deux a deux distincts et sont toutes les racines n-émes de A dans C. La
présentation de ces racines n-émes sous la forme YRew x ehvlfﬂ, k € [0,n — 1] montre qu’on obtient toutes les racines

n-émes de A en multipliant 'une d’entre elles par les racines n-émes de 'unité. On peut énoncer :

, k € Z. Comme dans le paragraphe précédent,

Théoréme 31.

e Soit 1 € N*. Tout nombre complexe non nul admet exactement n racines n-émes deux & deux distinctes.

e Si A =Re'® ot (R,0) €]0,+00[xR, les racines n-émes de A sont les nombres complexes de la forme {‘/Eei(%“dhﬂ)

k e [0,n—1].

e On obtient toutes les racines n-émes d’un nombre complexe non nul en multipliant I'une d’entre elles par les racines
n-émes de 'unité.

Par exemple, puisque —16 = 16e'™, une racine quatriéme de —16 = 16e'™ dans C est 2e'T ou encore V2(1+1). Les racines
quatriémes de —16 dans C sont alors

Z():\/Z(] +1), z1 =20 Xiz\/z(—] +1), z2 = 29 Xizz\/Z(—] —1) et zz3 = zo x i3 Z\/Z(] —1).

6 Similitudes planes directes

6.1 Translations, homothéties, rotations
6.1.1 Translations

Soit T un vecteur du plan. La translation de vecteur U est I’application du plan dans lui-méme qui, & un point M du
plan, associe de point M’ du plan tel que MM’ = U. La translation de vecteur U se note t. On a donc

—
V(M,M') € P, t2(M) =M’ & MM’ = 1.

v

"

Le théoréme suivant est immeédiat :

Théoréme 32.

e Pour tous vecteurs U et v du plan, ty oty =ty v

e Pour tout vecteur U du plan, ty est une bijection du plan sur lui-méme et (tg)

cherive Dagalitd MM — = / - S .
On veut réécrire I'égalité MM’ = U. On note z, z’ et z les affixes respectives de M, M’ et u'. On obtient

' =z+zy.

L’égalité ci-dessus signifie que si M est un point du plan d’affixe z, alors son image M’ par t est le point d’affixe z’ ot
2’ =z+z4. L’écriture z’ = z + z s’appelle 'expression complexe de la translation de vecteur .
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6.1.2 Homothéties

Soit Q un point du plan et k un réel. L’homothétie de centre Q et de rapport k est 'application du plan dans lui-méme

qui, & un point M du plan, associe de point M’ du plan tel que OM' = kQM L’homothétie de centre Q et de rapport k
se note hg x ou homg k. On a donc

—
¥(M,M’) € P2, ho (M) = M’ & OM' = kKOM.

M;

M2 M

M,

ci-contre, k = 2

M3
M3

Quand k =1, hq x est l'identité du plan. Quand k # 1, hg, x admet un et un seul point invariant (c’est-a-dire un point
M tel que ho k(M) = M) a savoir le centre de 'homothétie hg k. Quand k = —1, hg x est la symétrie centrale de
centre Q (dans ce cas, pour tout M, Q est le milieu du segment [MM']).

Le théoréme suivant est immédiat :

Théoréme 33.

e Pour tout point du plan Q et tous réels k et k/, hg x cho,k/ = ho k-

e Pour tout point O du plan et tout réel non nul k, hg x est une bijection du plan sur lui-méme et (hQ‘k)_l = hQ,%.

Déterminons maintenant 'expression complexe de I’homothétie de centre Q d’affixe w et de rapport k(€ R). Si M est

un point du plan, on note toujours z son affixe puis on pose M’ = hg (M) et on note z’ l'affixe de M’. L’égalité
oM’ = inW s’écrit z/ — w = k(z — w) ou encore

Théoréme 34. Soient Q un point du plan d’affixe w et k un réel.

L’expression complexe de 'homothétie de centre Q et de rapport k est z/ = w + k(z — w).

Cette expression complexe est du type z’ = az+ b ou b est un nombre complexe et a est un réel (a est le rapport de
Ihomothétie).

Déterminons maintenant les points invariants par ho x ¢’est-a-dire les points M du plan tels que hg k(M) =M. Sik =1,
immédiatement hq = Idp(g) ou encore tout point du plan est invariant par hg k. Si k # 1, pour tout point M du plan,

M =M&OM=kOM & (1—KOM=0o0M=0 &M =0.

Donc

Théoréme 35. Soient QO un point du plan et k un réel.

o Sik=1, hQ‘k:Id{P.

e Sik #1, ho x admet un point invariant et un seul, son centre Q.

6.1.3 Rotations

On se donne un point Q (le centre de la rotation) et un nombre réel 0. On définit alors la rotation de centre Q et d’angle
0, notée 1o p. Soit M un point du plan. On note M’ =r1q o(M).
e Si M = Q, alors on pose M’ = Q.
—
o Si M # Q, alors M est le point du plan tel que QM’ = OM (ce qui impose M’ # Q) et (QM,QM’) — 0 [27.
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Q
Déterminons I'expression complexe de T, . Soit M un point du plan distinct de Q dont l'affixe est notée z et soit M’ un
point du plan dont 'affixe est noté z’.

s
M’ =106(M) & OM’ = OM et (Qﬂ,QM') — 0 27

/_
@Z’—wl:lz—wletarg(z “’):e[zm
z— W

/! /!

o |2 _w‘—1etarg<z —w> =0 [2n]
z—w z—w
Z/_w :ele
z—w

sz =w+efz—w).

Cette derniére égalité reste valable quand M = Q ou encore quand z = w. Donc,

Théoréme 36. Soient QQ un point du plan d’affixe w et 0 un réel.

L’expression complexe de la rotation de centre Q et d’angle 0 est z/ = w + e*®(z — w).

Cette expression complexe est du type z' = az+b ou b est un nombre complexe et a est un nombre complexe de module
1 (a = e'® ot O est une mesure de I’angle de la rotation). Sinon, les deux théorémes suivants sont immédiats.

Théoréme 37.
e Pour tout point du plan Q et tous réels 8 et 8', 0 9 010,07 =T0,0+0"-

e Pour tout point O du plan et tout réel 0, T ¢ est une bijection du plan sur lui-méme et (TQ)Q)_] =T0o, 9.

Théoréme 38. Soient Q un point du plan et 6 un réel.

e Sife 27'[Z7 TO,0 = Ids.

e Si 0 ¢ 2nZ, v ,e admet un point invariant et un seul, son centre Q.

6.2 Etude des transformations z— az+b

Soient Q) un point du plan, k un réel et 0 un réel tels que ke'® ¢ {0,1} (ke'® € {0,1} équivaut & k = 0 ou (k = 1 et
0 € 2nZ) et donc ke'® ¢ {0, 1} équivaut a (k # 0 et (k # 1 ou 0 ¢ 2nZ)). Effectuons successivement la rotation de centre Q
et d’angle 0 puis 'homothétie de centre Q et de rapport k. La transformation obtenue s’appelle la similitude de centre
Q, de rapport k et d’angle 0 et note sg o, la transformation ainsi obtenue.

Soit M un point du plan dont laffixe est notée z. On pose M’ =g g(M) et M” = hg 1 (M’) de sorte que M = s 0.k (M).
On note z’ et z” les affixes respectives de M’ et M”. On a

2/ —w=e"97z—w)=ke®(z—w),
et donc z”" = w + ke'®(z — w).

L’écriture précédente s’écrit sous la forme z”” = az + b on a est un nombre complexe distinct de 0 et de 1 et b est un
nombre complexe.
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Q
On a obtenu

Théoréme 39. Soient Q un point du plan, k un réel et 8 un réel tels que ke'® ¢ {0, 1}.

L’expression complexe de la similitude de centre Q, d’angle 0 et de rapport k est z' = w + ke'®(z — w).

Effectuons maintenant le travail inverse. On se donne deux nombres complexes a et b et on considére I’application f du
plan dans lui-méme d’expression complexe z’ = az 4+ b. On va analyser la nature de f en fonction de a et b.

ler cas. Si a = 0, alors pour tout z dans C, z’ = b. Dans ce cas, ’application f est constante et en particulier, ’application
f n’est pas une bijection du plan sur lui-méme.

2éme cas. On suppose a # 0. Déterminons les points invariants par f. Pour tout z € C,

z=z&8az+b=z& (1—a)z=h.

ler sous-cas. Si a =1, alors pour tout z dans C, z’ = z+ b. Dans ce cas, f est la translation de vecteur d’affixe b
et en particulier, si a =1 et b =0, f est I'identité du plan.
2éme sous-cas. Si a # 1, f admet un point invariant et un seul a savoir le point Q d’affixe w = % (ce qui est
aussi le cas quand a = 0). Puisque Q est invariant par f, on a w = aw + b et pour z dans C, on peut écrire en posant
a=re'? ot r €)0,+o0[ et 0 € R\ 27Z,

Z—w=(az4+b)— (aw+b)=alz—w) =re(z—w).
Dans ce cas, T est la composée de ’homothétie de centre Q et de rapport k = |a| et de la rotation de centre Q et
d’angle 0 = arg(a) [271] c¢’est-a-dire la similitude centre Q d’affixe w = T o de rapport k = |a| et d’angle
0 = arg(a) [27].

On a (presque) montré que

Théoréme 40. Soient a et b deux nombres complexes. Soit f l'application du plan dans lui-méme d’expression
complexe z’ = az+ b.

e Si a =0, f est constante.
e Sia=1, f est la translation de vecteur d’affixe b.

b
e Sia¢{0,1}, f est la similitude centre Q d’affixe w = T de rapport k = |a| et d’angle 6 = arg(a) [27].

1
De plus,

e f a un unique point invariant si et seulement si a # 1.
e f est une translation si et seulement si a = 1.

e f est une homothétie si et seulement si a € R.

e f est une rotation si et seulement si |a] = 1.

Exemple. Considérons les trois applications fi, f, et f3 du plan dans lui-méme d’expressions complexes respectives
2/ =3z—-142,z2/ =—iz—3—ietz/ =(14+1)z—1.

e f; est une homothétie de rapport 3. Le centre de f; est son unique point invariant. Or, pour z € C,z=3z—1+2i &
1

Z:Z—‘L

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 39 http ://www.maths-france.fr



1
f1 est donc ’homothétie de centre () (—, —1) et de rapport k = 3.

2
T
e 5 est une rotation d’angle arg(—i) = 3 [271]. Le centre de f est son unique point invariant. Or, pour z € C,
341 3+4)(1—1
z=—1z—3—-i&z=— +, @z:—w Sz=—-2+1.
T+1i 2

f, est donc la rotation de centre Q (—2,1) et d’angle 6 = —;.

T
e f3 est une similitude de rapport |1+1| = v/2 et d’angle arg(141i) = 7 [271]. Le centre de f3 est son unique point invariant.

Or, pour z € C,

z=(1+i)z—1Siz=1&z=—1.

f3 est donc la similitude de centre Q (0, —1), de rapport v/2 et d’angle 8 = ;

7 Exponentielle d’un nombre complexe

7.1 Définition

DEFINITION 7. Pour tout nombre complexe z, on pose

e? — eRe(z) % eilm(z).

Puisque Re(z) et Im(z) sont des réels, le nombre eR¢(2) etant strictement positif, ef¢(?) x e™m(z) est, la forme trigono-
métrique de e*. On a donc immédiatement

Théoréme 41.
e Vz e C, e* #0,

o Vz € C, |e?| = eRe(#) et arg (e?) = Im(z) [27].

On prendra garde de ne pas remplacer « e* # 0 » par « €* > 0 ». z est maintenant un nombre complexe quelconque

et pas obligatoirement un réel. Par exemple, e'™ = —1 est un réel strictement négatif et el = ez (COS ( \/Tg ) + isin (@
n’est pas un réel.

7.2 Propriétés

On commence par les cas d’égalité des exponentielles de deux nombres complexes.

Théoréme 42.

e V(z,2') € C? e* =e* &Ik eZ/ 2 =z+2ikm.

oeVzeC, e*=1& z e 2inZ.

DEMONSTRATION .  Soient z et z’ deux nombres complexes. La condition nécessaire et suffisante d’égalité de deux nombres

complexes non nuls sous forme trigonométrique donnée dans le théoréme 24 page 23 fournit

’ ’
e — e* AN e

= |e*| et arg (ez,) = arg (e“) [271]

& eReE) — eRel®) ot Ik € 7/ Tm(z') = Im(z) + 2knt
& Re(z') = Re(z) et Ik € Z/ Im(z') = Im(z) + 2km
&SdkeZ/ 2’ =z + 2ikm.

En particulier,

e =1&3keZ/z=2kn & z € 2inZ.
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Une conséquence importante du théoréme 42 est que 'application C — C n’est pas injective alors que 'application
z = e
R — R estinjective.
x = e

Le théoréme qui suit donne les propriétés algébriques de I’exponentielle d’un nombre complexe : il s’agit une nouvelle fois
des régles de calcul usuelles sur les exposants.

Théoréme 43.

1) V(z,2') € C2, e* x %' =e=t2',
1

2)VzeC, e* #0et gze_l.

z
A

3) V(z,z') € C?,

ez’

4)Vz € C, Vn €N, (e*)" =e"=.

DEMONSTRATION .
1) Soit (z,z') € C?. Posons z = x + iy et z’ =x’' + iy’ ot x, X, y et y’ sont quatre réels.

’

) , - , ) -
e“xe” =e"xe?Yxe xeV =e*xe xe¥xeV
’ : ’ ’ : ’
_ ex+x « el(g+y ) _ e(x+x )+i(y+y”’)
— el+z’
2) Soit z € C.
e xe F=e"TF Z e 2
. 1 _
Par suite, e* #0 et — =e =
e
3) Soit (z,z') € C2.
z
e 1 7 7
=" x—=¢e"xe - = °
ez ez

4) Soit z € C. Par récurrence, on montre facilement que ¥n € N, (e*)" = e"*.

Si n est un entier relatif strictement négatif, alors —n > 0 et

()" = ——= = =e

a

Il reste a se préoccuper de la surjectivité de 'exponentielle. On sait déja que I'application C — C n’est pas surjective
z = e
car le nombre 0 n’a pas d’antécédent par cette application (Vz € C, e* # 0). On va voir par contre que Papplication
C — C* est surjective.
z = e

Soit Z un nombre complexe non nul. Soit z € C.

e* =72 & |e*| =|Z| et arg(e®) = arg(Z)) [27]
& efelz) — 7| et Ik € Z/ Im(z) = arg (Z)) + 2kn
& Re(z) =In(|Z)) et Ik € Z/ Im(z) = arg (Z)) + 2k (car |Z] € RT* et Re(z) € R)
& dk € Z/ z = In(|Z]) + 1arg(Z) + 2ikm.

On a montré que

Théoréme 44.

e L’application C — C* est surjective.
z = e

e Si Z € C*, les solutions dans C de I’équation e* = Z sont les nombres de la forme z = In(|Z|) + iarg(Z) + 2ik7 ou
k € Z.
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Par exemple, les nombres complexes z tels que e* = 1 sont les nombres de la forme 2ikm, k € Z, et les nombres complexes
fus
z tels que e* =1 sont les nombres de la forme iz + 2ikm, k € Z.

De maniére générale, si Z est un nombre complexe non nul, ’équation e* = Z a toujours une infinité de solutions. Pour
cette raison, on ne définit pas en classe préparatoire le logarithme d’un nombre complexe et on n’écrit jamais In(Z) quand
Z est un nombre complexe qui n’est pas un réel strictement positif. Pour les mémes raisons, on n’écrit jamais v/Z quand
Z est un nombre complexe qui n’est pas un réel positif ou aussi, on n’écrit jamais Z* quand o« n’est pas entier.
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